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Apresentacao

Os artigos selecionados falam por si, no entanto vérias entidades e pessoas torna-
ram possivel a realiza¢do do Segundo Coléquio de Histéria e Tecnologia no Ensino de
Matematica (I HTEM), e em particular desses anais, e a elas € destinado esse agrade-
cimento em forma de apresentagao.

Em primeiro lugar as cinco Sociedades (SBC, SBEM, SBHMat, SBM e SBMAC)
que desde o primeiro momento apoiaram, divulgaram e participaram da organizagao
do evento.

Agradecemos também a administracdo da UERJ pelo apoio permanente ao evento,
em especial ao Magnifico Reitor Prof. Nival Nunes de Almeida, ao Diretor do CTC
Prof. Antonio Carlos Moreira da Rocha, ao ex-Diretor do IME Prof. Jorge Guilherme
de Araujo Carvalho e a Diretora do IME Profa. Mariluci Ferreira Portes.

Nao podemos deixar de agradecer a Decana do CCMN/UFRJ Professora Angela
Rocha dos Santos pelo apoio e participacdo em vdrias fases e instancias do Coléquio.

O trabalho dos revisores € a garantia da qualidade desses anais, a eles nosso reco-
nhecimento.

Gostariamos de agradecer também a todos os funciondrios do IME pelo apoio e
entusiasmo, em particular a D. Selma Pinheiro Aguiar de Moraes Jardim, ao Sr. Ge-
raldo dos Reis da Conceicao e a Jacqueline Telles, que com seu trabalho cotidiano sao
os responsdveis pela infra-estrutura do evento.

Ao pessoal do LABIME, Sandra Perello Marchiori, Roberta Barbosa Chaves Di-
reito e Daniel Olair Ferreira, nossas palavras de agradecimento.

E mais uma vez, agradecemos a Aline Santiago Ferreira pela bela capa tanto do cd
quanto dos anais.

Desejamos que todos os participantes do Coldquio e os leitores desse trabalho pos-
sam aproveitar esses anais para suas tarefas de pesquisa e compreensdo da dificil e
complexa realidade do ensino/aprendizagem da Matemadtica nos dias de hoje em nosso
pais.

Luiz Mariano Carvalho e Carlos A. de Moura (editores)
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A INTEGRAL; COMO SERIA SE
FOSSE CRIADA HOJE?
UMA ESPECULACAO SEM SENTIDO HISTORICO OU UM

RECURSO DE ENSINO?

Renato J.C. Valladares
Universidade Estacio de Sa
rjcv@urbi.com.br

Resumo O principal objetivo deste trabalho é abordar a integral como inver-
sdo da derivada e como uma extensdo do produto, cuja procura recai na estrutura
multiplicativa usual. Esta abordagem leva rapidamente ao Teorema Fundamental do
Cdlculo e as propriedades da integral. Sob este ponto de vista, as somas de Riemann
tornam-se desnecessdrias no atendimento das prioridades do Cdlculo, permanecendo
necessdrias, apenas, para os teoremas de existéncia de primitivas.

Palavras-chave Cultura da velocidade; extensdo, inversdo; evolucdo; produto;
integral.

Abstract  The principal aim of this paper is to approach integrals in a direct
way by inversion of derivatives and searching for a function to generalize the product
and by using the usual multiplicative structure. This approach leads quickly to the
Fundamental Theorem of Calculus and to the properties of the integral. This procedure
makes it possible to eliminate the Riemann’s sums of the Integral Calculus. These sums
are only needed to study the existence theorem of primitives.

Key words Speed culture; extension; inversion; evolution; product; integral.
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1. Introducao

PENSANDO EM TECNOLOGIA vem-nos logo a mente suas quase in£nitas in-
teracdes com a industrializacdo e seu produto simbolo — 0 automével —, cuja induéncia
atingiu a humanidade a partir da terceira década do século XX, mudando radicalmente
seus habitos e impondo novos paradigmas tecnolégicos e culturais. Dentre estes vamos
nos deter na urbanizac¢do e na velocidade.

VELOCIDADE E DESLOCAMENTO passaram a integrar a vida de todos, de-
pois do advento do automdvel. O ato de “pegar a conducdo”, que bilhdes de pessoas
praticam diariamente no deslocamento “casa — trabalho — casa”, faz estas pessoas
viverem a velocidade que possibilita o deslocamento em pouco tempo. Aspiracoes pes-
soais, leis de transito, competi¢des esportivas e mil outros motivos fazem todo mundo
conviver com automével e velocidade. Limites legais, engarrafamentos e condicoes
de ruas e estradas mostram a cada instante que a velocidade € uma grandeza varidvel.
Sob o ponto de vista matematico, isto signifca que as fungdes sdo o instrumento ade-
quado para estudar a velocidade e que a velocidade é um 6timo contexto para estudar
as funcoes.

AS FUNCOES sio realmente relacionadas com a velocidade, na abordagem con-
vencional do Célculo, mas quase nenhuma referéncia € feita ao automédvel. A propa-
ganda afrma que certo modelo “acelera de 0 a 100 em 10 segundos”. A sinalizacio
informa que o veiculo deve estar, no méximo, a determinada velocidade no instante
em que passa por certo ponto. Carros t€m velocimetros que informam a velocidade no
instante em que se olha para ele. Apesar de tantas evidéncias favordveis, a abordagem
convencional esquece o automovel que todos conhecem e prefere estudar a velocidade
de corpos em queda livre ou de pontos méveis, cujo estudo — importante, sem divida
— motiva relativamente poucos estudantes, pois tem impacto cultural menor.

NOS TEMPOS DA CRIACAO DO CALCULO o automével ainda nio existia,
logo sua velocidade ndo podia ser usada no estudo das funcdes. Neste ponto € bom
observar que ao lado de quedas livres e pontos méveis, tangentes e dreas relacionadas
a grafcos de funcdes foram largamente usadas nos processos de criagdo do Calculo,
explorando aspectos geométricos importantes.

A AREA ¢ um conceito largamente conhecido! Pode-se argumentar desta ma-
neira, em defesa do seu uso para estudar Célculo. E verdade, mas é bom lembrar que a
urbanizacao levou bilhdes de pessoas a morar nas cidades, ocupando edi£cagdes resi-
denciais que s@o construidas em terrenos residenciais, cujas dareas sao objeto da atencao
de seus ocupantes. Entretanto, uma simples olhada as plantas destes imdveis mostra
a predominancia de formas quadrangulares cujas dreas podem ser calculadas por mé-
todos elementares que dispensam os recursos do Célculo. As formas complexas sdao
mais comuns em imoveis rurais por serem entrecortados ou limitados por estradas e
rios sinuosos. Mais uma vez entra em cena a urbaniza¢do. Uma de suas conseqii€éncias
foi reduzir o percentual de pessoas ligadas a imdveis rurais. Se nos tempos da cria-
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¢do do Calculo, era grande o percentual de pessoas ligadas a estes imodveis, hoje este
percentual é pequeno. Desta forma, o recurso da drea motiva, relativamente, poucos
estudantes, pois tem impacto cultural menor.

HOJE, a abordagem convencional ao ndo considerar o automdvel na introducdo
do Célculo, impde-se uma limitacdo que existia em tempos passados, mas deixou de
existir hd quase um século. Esta limitacdo tem o defeito de vincular o assunto — logo
na introducdo — a Geometria e a Cinemadtica, justamente em um tempo em que suas
aplicagdes ultrapassam, em muito, estas dreas do conhecimento. Desta forma, muitos
estudantes com prioridades diferentes, recusam este vinculo, desacreditam na impor-
tancia do Calculo e, conseqiientemente, t€ém sérias difculdades para aprendé-lo. Neste
ponto vale observar que embora o movimento dos automoéveis seja um fendmeno da
Cinemdtica, ultrapassa seus limites e se estende a cultura, da mesma maneira que a
forma circular da roda ultrapassa a Geometria e se estende a vida de todos.

O OBJETIVO deste trabalho € usar o forte apelo da cultura do automdével para
facilitar os processos de ensino e aprendizagem do Calculo. Por brevidade nos restrin-
giremos a integral que aparecerd como conseqii€éncia da “inversdo da derivada” e da
“extensdo do produto”. Nao é demais lembrar que inversdo e extensdo sao recursos
gerais, usados em diversas dreas do conhecimento.

A APRESENTACAO relaciona deslocamento, velocidade e tempo, levando ao
esquema

EXPECTATIVA — EQUACIONAMENTO — RESULTADOS

que sintetiza uma forma promissora de apresentar topicos matematicos. Esta aborda-
gem simplif£ca o Teorema Fundamental do Calculo, transformando-o em um resultado
esperado e de facil demonstrag¢do, que dispensa as somas de Riemann. Estas s6 conti-
nuam necessdrias para estudar certas questdoes abordadas nos cursos de Andlise.

A EXTENSAO se aplica a qualquer multiplicacio e nio apenas a “drea = base
vezes altura” da abordagem convencional. Isto possibilita contextualizar o assunto em
um conceito de£nido por produto, que seja importante para a formacgdo pro£ssional
a que se destina o curso. Como é comum o professor de Calculo ser leigo na pro£s-
sdo a que o curso se destina, ele pode se valer da cultura do automével para ajudar
na contextualiza¢do do assunto, especialmente para estudantes pouco motivados por

[3%4

area”.

AS APLICACOES £cam simples, dispensando recursos complexos como aque-
les usados no comprimento de arco, juros, volumes, custo de estocagem, integral de
linha, integral em coordenadas polares e tantos outros. Por estas razdes, a aborda-
gem proposta possibilita notdveis simplifca¢des matemadticas que se redetem como
facilitadores nos processos de ensino e aprendizagem do Calculo.
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2. Inversao e Extensao

(1) - INVERSAO: Como £cou claro na introdugio, velocidade é uma funcio que
estd relacionada com fempo e com deslocamento. Expressando o deslocamento em
funcdo do tempo, a abordagem convencional da derivada mostra que a velocidade é
a derivada do deslocamento. Este fato leva diretamente ao raciocinio inverso: Se a
velocidade ¢ a derivada do deslocamento, entdo o deslocamento é uma primitiva da
velocidade. Este raciocinio deixa claro que se a velocidade de um carro for uma fungdo
f, entdo o deslocamento recai na inversdo da derivada, pois é dado por uma fungio F’
cuja derivada é F' = f. Nestas condigdes, verifca-se facilmente que

F(t) — F(s) é o deslocamento entre os instantes s e ¢.

Se um carro desenvolver velocidade constante de 60km/h, em ¢ horas o deslocamento
serd de 60t quilometros, em fun¢do do tempo. Se a velocidade for constante k, o
deslocamento € dado por F(t) = kt e

k(t — s) = kt — ks é o deslocamento entre os instantes s e ¢.

2) - DEFINICAO POR PRODUTO: Tal como o deslocamento em velocidade cons-
tante, existem muitos conceitos de£nidos por produto. Por exemplo, se a altura de um
retangulo for 12, a 4rea é de£nida pelo produto 122, em funcdo da base x. Se o quilo
do arroz custar 1, 50, o custo de = quilos serd 1,5z, em funcdo da quantidade. Este
tipo de de£ni¢do € simples, mas de uso limitado, pois o preco do arroz varia ao longo
do tempo e, difcilmente, podemos usar a multiplicagdo para calcular a despesa que
um restaurante teve com arroz, em um ano. Da mesma forma, ndo podemos usar a
multiplicacdo para calcular a 4drea de uma regido plana entre o eixo Oz, o grdfco de
uma fun¢do f e duas retas verticais.

(3) - EXTENSAO DO PRODUTO: Desta forma, coloca-se, o problema de quantif-
car uma grandeza originalmente de£nida por um produto kx, por fator k, na situagdo
em que k deixa de ser constante e passa a ser uma fungdo f. Isto conduz ao segundo
procedimento, que € buscar uma funcdo que estenda o produto.

Uma tentacdo a ser evitada: Num primeiro momento poderiamos £car tentados a
substituir £ por f(x) e usar a funcéo produto f(x).x para resolver o problema acima.
Entretanto esta idéia € inadequada. Para ver isto, lembremos que se a velocidade for
uma funcdo f, o deslocamento serd quantifcado por uma primitiva F' de f. Como,
quase sempre, (f{x).x)’ = flx) + f{x)".x # f, vemos que esta tenta¢do deve ser evitada.

(4) - EXPECTATIVA: Voltando ao problema em 3, lembremos que o deslocamento
€ uma primitiva da velocidade. Por outro lado, num certo sentido, a derivada estende
a divisdo para situacdes quantif£cadas por funcdes (veja 12). Como divisao e multi-
plicagcdo sao operacdes inversas, somos levados a expectativa que a multiplicagdo é
estendida por um processo que inverta a derivacao.
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Como esta expectativa se confrma no caso do deslocamento, vamos usd-la para equa-
cionar o problema da fun¢do que estende o produto.

3. Teorema Fundamental do Calculo

(5) - EQUACIONAMENTO: Para equacionar o problema acima convém enten-
der a funcdo velocidade f como uma extensdo do fator constante k. Sob este ponto
de vista, o produto kx que dd o deslocamento quando a velocidade € constante, é es-
tendido por uma fung¢do F', quando a velocidade € f. Estas considera¢des nos levam a
estudar sob que condicdes, um produto da forma kx pode ser estendido por uma fungdo
F, quando o fator £ € estendido por f. Em 7 estabeleceremos estas condi¢des. Por ora
lembremos que, de acordo com a expectativa em 4, a fun¢do F' é obtida invertendo a
derivacdo. Para estudar a validade desta expectativa, devemos derivar £, o que leva ao
limite

lim M

t—s t—s

(6) — O NUMERADOR: Para estudar este limite examinemos seu numerador a luz
do seguinte fato: Se s < t e se um niimero m satistzer m < f(x), para todo x entre
s e t, entdo o deslocamento entre s e t em velocidade f, serd maior ou igual que o
deslocamento entre s e t em velocidade constante m.

Para interpretar este fato sob o ponto de vista de uma fungao que estende o produto,
lembremos que (reveja 1) quando a velocidade € constante m, a funcdo deslocamento
se expressa como mx e o deslocamento entre se t se expressa como mt — ms = m(t —
s). Como em velocidade f, F(t) — F(s) é o deslocamento entre se ¢, concluimos que o
numerador da razdo incremental, F(z) — F(s), estende um produto da forma m(t — s).
Esta observagdao mostra que, no caso da extensao do produto, o fato acima se escreve
sob a forma: Se s < t e se um niimero m satis£zer m < f(x), para todo x entre s e t,
entdo o produto m(t — s) serd menor ou igual que a extensdo do produto F(t) — F(s).

Estas consideracdes nos levam a def£nicdo a seguir onde, por simplicidade, f serd
uma fung¢do continua cujo dominio D € um intervalo aberto, uma semi-reta aberta ou
areta real. Neste caso, se s, € Dy e x estiver entre se ¢, entdo x € Dy, logo f(x) estd
de£nida. Deste ponto em diante, salvo mencao em contrario, f estard nestas condi¢des
es, teD fe

(7) - EXTENSAO DO PRODUTO: Diremos que uma funcio F' é uma extensdo
do produto, associada a f se dados s < t € Dy e niimeros reais m e M tais que para
todo z entre s e t se tenha m < f{x) < M, entdo m(t—s) < F(t) - F(s) < M(t—s).

Para estudar a razao incremental em 5 observemos que se s>t a primeira desigual-
dade se inverte, o que permite concluir que

m(t-s) < F(t)—F(s), se s<te F(t) - F(s) <m(t-s),ses >t

Para dividir estas desigualdades por ¢ — s e obter a razdo incremental, observemos
que na 1* desigualdade, ¢ - s > 0. Logo a divisdo preserva o sentido da desigualdade.
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Na 2¢ desigualdade, o sentido se inverte, pois 7 - s < 0. Desta forma, a divisdo por t — s
unifca as desigualdades sob a forma

P F(s)
- t—s
Similarmente, segue-se que
F(t)—F(s)_ .
t—s -

(8) - CONCLUSAO: Se F for uma extensdo do produto associada a f e se m, M forem
nuimeros tais que m < f{x) < M para todo x entre s e t, entdo

_ FH)— F(s)

< M.
= PR =

(9) - TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: F serd uma extenséo do pro-
duto associada a f se, e somente se, F for uma primitiva de f, isto é, F’ = f.

PROVA: Para calcular o limite da razdo incremental de F', tomemos um nimero
real ¢ >0. Como f é continua, existe um nimero real 6 > 0 tal que se |t —s| < 0,
entdo | f{t) — fls)] < e. Nestas condi¢des, se x estiver no intervalo de extremos s e t,
segue-se que |x —s| < d e que |[f{x) —f{s)| < e. Isto signifca que para todo x entre s e
t,f(s) - e <fix) < f(s) + €. Supondo ¢ # s e usando as desigualdades 8 com m = f{s) -
ceM = f(s) + € tem-se

F(t) — F(s)

fla) e < —5—

< f(s) +e,

t
A demonstracdo da reciproca serd feita em 11.

mostrando que }tl_rg %SF(S) = f(s) e que F’(s) = f(s).

(10) - INTEGRAL: A partir deste ponto pode-se seguir a abordagem convencional
para de£nir a integral inde£nida e de£nida. Para as aplicagdes pensaremos na integral
de£nida de f, como fun¢do do extremo superior. Isto é, se P for uma primitiva para f,
escreveremos a integral abaixo que, nas condi¢des do £nal de 6, independe da escolha
de P:

F(t) = /f(:v)d:v = P(t) — P(a).

(11) - RECIPROCA DO TFC: Precisamos do teorema da média que garante que se
fadmitir primitiva e a, b € Dy , entdo existe um niimero c entre a e b tal que

b

[ Ha@de = r@)(b - o)

a



A INTEGRALj; COMO SERIA SE FOSSE CRIADA HOJE?
Renato J.C. Valladares

Seja F" uma primitiva de f e sejam nimeros s<t € D;. O teorema da média, garante a
existéncia de um numero c entre s e ¢ tal que

/ f(@)de = F(@)(t - s),

o que por 10 implica que

F(t) = F(s) = f(e)(t = s).

Logo, se tomarmos nimeros m e M tais que para todo = entre s e t m < f{x) < M,
segue-se que m < flc) < M, que m(t—s) < flc)(t—s) < M(t—s), e que m(t—s) < F(t)
—F(s) < M. Logo (reveja 7) F' é uma extensdo do produto associada a f. Cqd.

12) - OBSERVA(;AO: Dando continuidade a 4 onde dissemos que a derivada es-
tende a divisdo, gostariamos de acrescentar que esta extensao recai em um limite (da
razao incremental). Na abordagem convencional, a integral recai em dois tipos de li-
mites; o das somas Riemann e o limite usual na derivada quando se prova o teorema
fundamental do cédlculo. Como a abordagem deste artigo dispensa as somas de Rie-
mann, a integral recai apenas no limite usado na derivada, que o estudante ja conhece.
Isto torna o assunto mais simples, podendo ser estudado simultaneamente com a de-
rivada. Esta simplicidade também viabilizou a reciproca do TFC, o que d4 grande
credibilidade as aplicacdes.

4. Aplicacoes e Desdobramentos

(13) - AREA E VOLUME: Area é um conceito de£nido pelo produto “base vezes
altura”. Assim, quando a altura for dada por uma fun¢do h do ponto da base onde é
medida, a drea serd a extensdo do produto associada a h. Por exemplo, para calcular
a area entre o eixo Ox e o grafco de uma funcdo f, a altura medida a partir do ponto
x na base serd h(x) = |[f{x)|. Logo, a drea desta regido a partir da reta © = a serd dada
pela integral abaixo (se existir):

Alt) = / f(@)d.

Similarmente, volume € "drea da base vezes altura". Assim, quando a drea da base for
dada por uma fung@o A do ponto da altura onde ¢ medida, o volume serd dado por uma
extensdo do produto associada a A. Por exemplo, para calcular o volume do sélido
gerado pela revolugdo do grafco de uma funcio f, basta notar que em cada ponto z, a
base do sélido é um circulo de raio |[f{x)|, cuja drea é A(z) = 7fix)?. Logo, o volume
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deste so6lido a partir de um ponto a é dado pela integral abaixo, desde que ela exista,

t

V(t) = / f(2)?dz.

a

(14) - CUSTO DE ESTOCAGEM: Se um supermercado precisar calcular o custo
para estocar 7 toneladas de arroz por ¢ dias, basta tomar o produto 7t (quantidade
vezes tempo) e, depois, multiplicd-lo pelo custo para estocar 1 tonelada durante 1
dia. Se em vez de constante, a quantidade estocada for dada por f(¢), em fun¢do do
tempo, o custo de estocagem recai na extensdo do produto associada a f, que é dada
pela integral abaixo, em que a € o instante a partir do qual o custo comegou a ser

considerado
t
[

(15) - COMPRIMENTO DE ARCO: Fixemos um ponto (a, f{a)). Com auxilio de
uma £ta métrica podemos medir o comprimento do gradfco entre (a, fla)) e (t, f(t)).
Desta forma, obtém-se uma L(t) = comprimento do grdfco de fde (a, f(a)) até (t, f(t)).
Para descobrir como € esta fun¢do, estudemos sua derivada, o que leva a diferenca L(¢)
— L(s) que é o numerador da razdo incremental. Voltando a de£ni¢do vemos que |L(z)
— L(s)| é o comprimento do arco do gréfco def com extremos (s, f{s)) e (¢, f(t)). Como
este comprimento € aproximado pelo comprimento do segmento com 0s mesmos ex-
tremos, segue-se que a razao entre estes comprimentos tende a 1 quando ¢ — s. Como
sabemos da Geometria que o comprimento do segmento é [(t — s)2 + (f{t) - f(s))*1'/,
o raciocinio acima nos leva a concluir que

1D~ L(s)
=P + (O~ JG)TP

Dividindo e multiplicando por |t — s

, € usando a aritmética dos limites, segue-se que

INGE G t—sf
Pl R 9T () — F6)

e que
L= LEL (=8 () = f())
t—s |t — s| t—s It — s
— }fl—rg[(i:—iy X (w)z]m_

Logo, se f for diferencidvel, |L’(s)| = [1 + f’(s)*]*/2. Orientando o crescimento dos ar-
cos no sentido crescente de t, segue-se que L serd uma funcao crescente, o implica que
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sua derivada ndo serd negativa, o que mostra que L'(s) =[1 + f’(s)?]"/2. Finalmente,
se [1 + f’(s)*]"/? admitir primitiva, L existe e

t

L(t) = / 1+ f'(2)2)da.

a

(16) — O ARCO-SENO: Para aplicar a férmula acima a semi-circunferéncia x2 +1y* =
1,z > 0, devemos explicitar x = (I — y?)'/2 = f(y), o que mostra que esta semi-
circunferéncia é o graf£co (f{y), y). Como célculos diretos mostram que

1+ 1 WP = ———

l-y

segue-se que o comprimento do arcoentre y =0ey =1, é

t
dr
s= | ———.
V1—r?
0
Como o seno do arco s € a ordenada se sua extremidade, segue-se que sen s = t € que
s = arco cujo seno é ¢ ; isto €,

t
dr
arsen(t) = / e
V1—r?
0
cuja derivada é
(t)= ——
—arsen(t) = ———.
dt V1 —¢t2
NOTA: O estudo do comprimento de arco em 15 é bem mais simples que o estudo
usual que recai no teorema do valor médio e em somas que apds algumas manipulacdes
se transformam em somas de Riemann. Esta simplicidade permite que, em um curso
de cdlculo, o assunto seja antecipado o que possibilita seu uso na abordagem do arco-
seno como em 16. Isto, por um lado, simplifca o estudo do arco-seno, por dar a ele
uma abordagem geométrica. Por outro lado, as fun¢des de£nidas por integral que, na

abordagem convencional, aparecem pela primeira vez nos logaritmos, podem surgir no
arco-seno, com uma motivagao geométrica altamente esclarecedora.
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1. Introducao

A tecnologia graf£co-computacional tornou possivel mostrar, com extrema virtu-
osidade, o que sucessivas geracOes de gedmetras foram capazes de desenhar em sua
mente valendo-se de sua inteligéncia. Crédito maior, no desenvolvimento do grafsmo
digital, tem sido dado a concepcdo moderna de geometria, privilegiando a dinamica
das transformagdes em oposi¢ao a visdo euclidiana estatica, ou seja, revertendo a ten-
déncia para analisar construcdes com base em £guras rigidas. E justamente neste ponto
que acreditamos residir o maior beneficio, em termos de cognic¢do, trazido pelos ambi-
entes de geometria dindmica (G. Din.) aos estudantes: servir de estimulo a ampliacdo
de sua capacidade para mentalizar estruturas geométricas nao aprisionadas a uma tnica
confguracdo e localizacdo; ou seja, leva-los a pensar dinamicamente também.

Nossa vivéncia em sala de aula tem-nos dado a chance de presenciar ndao pou-
cas demonstracdes de mudanca na engenharia da resoluc¢do de problemas relacionadas
com o uso da geometria dindmica. Percebemos notéveis diferencas quando compara-
mos o comportamento dos alunos, face a determinados exercicios de geometria, antes
e depois de lidarem com tais programas.

Pela natureza essencialmente didatica de seus recursos, o software de G. Din. su-
pera as limitacdes das metodologias e instrumentos tradicionais, constituindo, assim,
um auxiliar de valor inestimdvel para os que se dedicam ao ensino e aprendizado das
técnicas de representacdo (Gani & Belfort, 2000; Rodrigues et alii, 2003).

2. Utilizando Ambientes de Geometria
Dinamica na Geometrografa

Os conceitos e principios de geometria referentes a construcdo de £guras planas
sdo trabalhados na Escola de Belas Artes da UFRJ como pré-requisito ao estudo dos
métodos projetivos. Assim, ndo somente € necessario familiarizar os alunos com a lin-
guagem propria dessa drea do conhecimento, como criar condi¢gdes para que possam
desenvolver seu raciocinio e fazer uso de tracados geométricos auxiliares na busca da
solu¢do para problemas espaciais. Essas tarefas ndo sido assim tao simples de serem
realizadas, em virtude de os estudantes, via de regra, ndo trazerem em seu historico
escolar quaisquer saberes relacionados as técnicas de representacio grifca. E pre-
ciso, entdo, preencher tal lacuna de modo que eles tenham a oportunidade de, em
pouco tempo, ampliar sua capacidade de visualizacao, resolver situacdes-problema e,
paralelamente, perceber a aplicabilidade da geometria no que virdo a realizar pro£ssi-
onalmente.
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Para alcancar os objetivos tragados ao longo da exploracdo de contetidos do dese-
nho geométrico e, também, estimular os alunos a usar sua criatividade — competéncia
indispensdvel a formacgdo do profssional que atua no campo das artes plasticas e do
design — costumamos fornecer alguns exemplos em que as construcdes estudadas po-
dem ser empregadas na producdo de imagens dindmicas. A Figura 1 mostra estruturas
que obedecem a principios de concordancia, concebidas com auxilio do ferramental
da G. Din., como técnica de reproduzir planimetricamente a movimentacdo da pata e
da mao ilustradas.

Figura 1: Reproducdo do movimento da mio e de uma pata com a aplicacdo de
principios de concordancia.

Outra grande vantagem de se trabalhar com a G. Din. faz-se presente quando sdo
procurados os lugares geométricos do ponto-chave de um determinado problema. Seja,
por exemplo, o seguinte exercicio: Sendo dados os comprimentos 2c, 2¢’, r e r’e 0s
pontos O e O’, construir um paralelogramo ABCD, cujas diagonais AC=2c e BD=2c¢’
sdo respectivamente cordas dos circulos (O, r) e (O, r’).

O esbog¢o de uma £gura de andlise ajuda a perceber que o exercicio estard pratica-
mente resolvido quando forem localizadas as diagonais AC e BD do paralelogramo,
sendo seu ponto médio M, comum, o ponto-chave da constru¢do. O problema envolve
a nocdo de lugar geométrico (LG)' dos pontos médios das cordas de comprimento
constante, ilustrado na Figura 2 (esquerda) pela imagem de sucessivas posi¢des> de
uma corda de comprimento 2c: o circulo® de centro O e raio y/ (r*- ¢?).

Transpondo-se tal raciocinio para o problema a ser resolvido, cuida-se de desenhar

'Emprega-se, aqui, a abreviatura LG para Lugar Geométrico (locus).

ZA trajetéria da corda, ativada pela ferramenta “rastro”, é registrada em tela por meio da animacio
de seu primeiro extremo, arbitrariamente criado. O ponto M descreve o locus (LG) procurado.

3 Adotamos a “nomenclatura” recomendada por Virgilio A. Pinheiro (1974) ao conceituar o “circulo”
como lugar geométrico (locus) dos pontos do plano « que distam de um ponto £x0 (O, O€ «) um
comprimento constante (r, r # ().
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Figura 2: A esquerda, visualizacdo dindmica da cria¢do do locus (LG) de M e a
direita, o problema solucionado.

os elementos dados no problema, de acordo com as medidas informadas no enunciado
e, a partir de cordas tragadas arbitrariamente, recorre-se a ferramenta locus para obter
dois circulos — o de centro O e raio /(r- ¢?) e o de centro O’ e raio /(r'*~ ¢’?) —em
cuja interseciio* encontra-se o ponto-chave M (Figura 2).

Ainda no estudo da geometria plana, € de notavel efeito didatico valer-se de £guras
de andlise previamente construidas que permitem ao aluno assistir, ‘ao vivo’, a trans-
formacdo pontual a ser realizada na resolu¢@o de determinados problemas. Observe-se,
por exemplo, a questao proposta por Pinheiro (1986, p. 98):

De bordo de uma embarcagdo, visam-se dois pontos em terra, P e Q, e lé-se o
dngulo 0.gas visadas. Depois de percorrer uma distdncia d, conhecida, num rumo 9,
dado, repete-se a operagdo e lé-se o novo dngulo 0, das visadas. Pede-se assinalar na
carta de bordo a rota do navio, entre os instantes considerados.

Uma das informagdes contidas no enunciado do problema chama particularmente
a atenc¢do do leitor; € aquela relacionada ao fato de se repetir a medi¢do do angulo das
visadas apds percorrer uma distancia d conhecida, num rumo ¢ dado. A idéia ali trans-
mitida € a de movimento. Logo, fazendo as devidas associacdes, pode-se considerar o
ponto A’ - segundo ‘momento’ de visada e ponto-chave da construc¢ao, cujo primeiro

40 programa Cabri-Géometre II Plus permite que se determine o ponto de intersecio de dois lugares
geométricos tracados com auxilio da ferramenta locus.
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Figura 3: Figura de andlise com animagao.

LG € o ‘Arco capaz’ do angulo 0, - Ac (6ys,Q) - como transformado de A (primeiro
ponto de visada) por meio de uma translagdo, cujo vetor € indicado pela @echa 6. Uma
£gura de andlise dindmica, estrategicamente elaborada, estimula o estudante a mani-
pular o ponto A de modo a presenciar ndo s6 o seu deslocamento como, também, o de
seu lugar geométrico - o ‘Arco capaz’ do angulo 6, - Ac (04 Q). Por meio desta ope-
racdo, ilustrada em trés de seus momentos na Figura 3, € possivel visualizar o segundo
LG de A’ - 0 Ac (64’ Q’), transformado do primeiro pela translagdo de vetor dado®.

3. Trabalhando com a Representacao Projetiva
em Ambientes de Geometria Dinamica

Em nossa experiéncia no ensino da Geometria Descritiva, freqiientemente consta-
tamos o grande desafo que signifca, para o iniciante no estudo do método de Monge,
conseguir fazer as devidas conexdes entre o objeto, que se aloca no espago tridimensi-
onal, e sua representacdo nos planos horizontal e vertical de projecao.

Sdo inumeras as razdes para tal difculdade, entre elas o fato de o aluno ser apre-
sentado a um referencial projetivo diferente daquele que lhe mostra o objeto com uma
imagem aproximada da que estd acostumado a perceber ao mird-lo. Ativando-se o

>Observe-se que, ao transformar por translacio o arco capaz do angulo 6, a corda PQ é deslocada
pela mesma transformacao, razao pela qual € anotada como P’Q’ nesta nova posi¢ao.
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mecanismo que permite estabelecer a integracdo entre as representacdes perspectiva
e descritiva, cria-se a possibilidade de visualizar, em animacdo, as projecoes de um
mesmo objeto quando sdo utilizados diferentes referenciais projetivos. A partir do
momento em que o estudante se depara com a imagem perspectiva de um sélido ge-
ométrico e pode compard-la com suas projecdes ortogonais em geometria descritiva
(embora aquela também seja uma representacdo bidimensional do objeto que apenas
simula sua tridimensionalidade), o obstdculo inicial € geralmente ultrapassado. Ilustra-
se esse recurso na Figura 4, onde sdo mostrados os cortes produzidos por um plano
genérico numa pirdmide triangular e no cone de revolu¢do® de mesmo vértice (a base
do cone circunscreve o tridngulo). A possibilidade de modi£car a posi¢do do plano
(aps em relacdo ao objeto e aos planos de projecdo, permite observar as alteracdes que
as secoes resultantes vao sofrendo.

Figura 4: Epura descritiva e perspectiva axonométrica de se¢des planas.

Outras contribuicdes didaticas dos ambientes dindmicos sdo vistas no estudo da
perspectiva conica de objetos e suas sombras. Uma delas se apresenta quando os alunos
podem trabalhar interativamente de modo a mudar a posi¢do do observador e/ou da

%0 aluno é estimulado a completar mentalmente a imagem do cone de revolugio, uma vez que este
ndo estd ali totalmente representado por suas projecdes frontal e axonométrica. Pede-se também que
identif£que as linhas que ndo seriam vistas pelo observador.
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fonte luminosa em relacdo ao objeto. A Figura 5 exibe, em dois momentos, um dos
conjuntos preparados para aulas de Perspectiva e Sombras onde, mudando-se a posi¢ao
do foco de luz L em relacdo ao objeto, produz-se uma alteracdo no contorno € na
visibilidade das dreas de sombra projetada.

s L1

Figura 5: Visualizacdo de sombras em perspectiva.

4. Conclusao

Quanto mais nos empenhamos em criar alternativas de trabalho que propiciem a
reconstrugdo de conceitos, principios e leis da geometria e o desenvolvimento da visdao
grafca, mais nos surpreendemos com o auxilio prestado aos nossos alunos pelos am-
bientes de geometria dindmica, tanto no processo de resolu¢do de problemas quanto
na criacdo de produtos visuais. Isso nos faz acreditar que o potencial didatico desses
micromundos d4 margem a in£nitas possibilidades de exploragdo e aplicacao, promo-
vendo uma parceria frutifera entre o pensamento 16gico e o criativo.
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1. Introducao

Tanto no Brasil como no exterior, o ensino de Matematica ocupa uma por¢ao con-
siderdvel do curriculo em todos os niveis de ensino e em cursos das mais diversas
areas. Este fato se justifca, pois desde o século XVII, a Matemdtica tem se revelado
como a principal ferramenta para aplicacOes cientifcas e tecnoldgicas. Os textos que
utilizamos hoje para o ensino de matemética, com pequenas diferencas de contetido
no mundo inteiro, seguem uma £loso£a educacional iniciada no século XIX, origina-
ria na concepc¢ao de um modelo de ensino estruturado e institucionalizado em torno da
“Ecole Polytechnique” de Paris cujos diversos “cursos” escritos e editados serviram,
mais tarde, para o modelo de ensino de ciéncias e matemdtica em todo mundo. Es-
tes textos e nossas aulas, neles baseadas, seguem a metodologia sumarizada na cadeia
de£nicdo — teorema — demonstracdo — coroldrio (aplicacdes).

Em ultima andlise, esta forma de apresentacdo da matematica como um corpo de
conhecimento pronto e acabado € resultado de um processo de £ltragem que esconde
os esforcos criativos existentes por detrds de cada resultado obtido, oferecendo pouca
margem de indaga¢do e andlise, e impedindo que o aluno seja colocado diante do
desafo de conduzir um processo de investigacdo cientifca ou de aprecid-lo com visao
critica.

Por outro lado, muito se tem falado das indmeras possibilidades que se abrem no
processo ensino-aprendizagem a partir da introdu¢do do computador como um novo
e poderoso recurso diddtico. Em particular, com a populariza¢do da Internet como
veiculo de informagdo e comunicagdo, a cada dia parece ser mais possivel canalizar
sua grande funcionalidade, versatilidade e potencial de modo a obtermos um salto
qualitativo no ensino de um modo geral e no ensino de matematica, em particular.
Este € o grande problema-desafo que enfrentamos no momento.

Este trabalho procura contribuir na resposta a esta questdo. Por meio de “atividades

matemadticas”, desenvolvidas a partir de ferramentas apoiadas no bindmio java-web,
tentamos mostrar como € possivel valorizar o pensamento matemdtico e privilegiar
uma abordagem exploratéria baseada na cadeia
explorar — conjecturar — concluir —demonstrar.
A estratégia adotada visa envolver o aluno no processo de “fazer matematica”, trans-
formando-o de paciente — que € alguém que consome, aceita, guarda, reproduz e obe-
dece — em agente do processo educativo — alguém que pensa, redete, dirige, decide e
atua.

2. Mathlets: As idéias Basicas

A maioria dos “materiais educativos” disponibilizados em pédginas web ndo con-
tribui verdadeiramente para a melhoria do ensino de matemaética e ndo usa apropria-
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damente a tecnologia. Alguns sdo somente textos, com questdes de multipla escolha.
Outros, simplesmente, exibem material de um livro texto transferido para uma pigina
web. Apresentadas com o pomposo rétulo de “demonstracdes dinamicas”, encontra-
mos algumas atividades extremamente simples, para dizer o minimo, onde as linhas
do texto deslizam sobre a tela, uma por vez! De fato, este ndo é um uso apropriado do
meio eletronico (e caro) utilizado.

Levando-se em conta o salto qualitativo que buscamos no ensino de matematica,
propomos o desenvolvimento de um ambiente de aprendizagem interativo baseado no
uso de mathlets.

O “Journal of On Line Mathematics and its Applications” (JOMA) de£ne um math-
let como sendo uma pequena plataforma independente e interativa para o ensino de
matemdtica. Os mathlets utilizados no nosso trabalho sdo applets java ndo apenas in-
terativos mas também graf£cos e que podem ser executados dentro de uma pagina web
utilizando-se um navegador qualquer.

Ao se construir mathlets deve-se cuidar para que eles sejam simples de explicar e
de usar, abordando um tnico aspecto ou caracteristica de cada vez. Para a consecu¢do
dos seus objetivos eles devem também atender a certos critérios basicos sumarizados
nas questdes propostas a seguir.

1. Em relagcdo ao conteido matemadtico: o mathlet contribui realmente para uma
maior compreensao do conteido abordado? A matemadtica utilizada é correta e
apropriada ao nivel proposto? A atividade esta claramente apresentada?

2. Em relagdo a interface e a tecnologia empregada: a aparéncia visual € clara e
convidativa? O usudrio pode iniciar a atividade rapidamente? Os controles sao
faceis de usar e navegar? As instrucdes sdo claras e precisas? O mathlet tira
vantagem da tecnologia utilizada, isto €, usa animagdes e cria oportunidades
efetivas de interacdo com o usudrio? O conteudo € apresentado em pequenas
sec¢des com apontadores para maiores detalhes, quando necessdrio? E possivel
obter o mesmo resultado empregando-se texto e graf£cos da forma usual?

Além disso, sua utilizacdo deve ser planejada de acordo com o melhor uso para o
mathlet: apoio ao ensino presencial - demonstracdes dindmicas em sala de aula ou
desenvolvimento de atividades em laboratérios com supervisdo de professores e/ou
monitores - ou ensino a distancia.

3. Exemplos de Atividades Desenvolvidas

As atividades a seguir foram propostas para explorar e conceituar as transforma-
¢oes no plano - translagdes, rotagcdes, redexdes e homotetias. O ambiente desenvolvido
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proporciona oportunidades tnicas para que os alunos explorem, visualizem e com-
preendam os conceitos envolvidos de diferentes maneiras. Os mathlets aumentam a
capacidade de visualizagdo dos alunos que sdo capazes de ver os efeitos de mudan-
cas no eixo de redexdo, no vetor de translagdo, no centro de rotacdo ou na razao da
homotetia. As “experiéncias matematicas” propostas, que dif£cilmente poderiam ser
realizadas sem o uso do meio eletronico, ajudam o aluno a fazer e testar conjecturas e
a identif£car propriedades, como € ilustrado no exemplo mostrado na £gura 1.

(a) Altere 0 vetor OZ (para isso movimente o ponto Z)
e obsere como variam suas coordenadas. Observe,
tamhém, como varia a posicao dos pontos do
quadrado transladado.

(b) Ohserve 0 gue ocorre guando aplicamos ao
guadrado original uma translagao determinada pelo
vetar OZ = (1Y), 58

® ¥ By 530 positivos,

® ¥ By 530 negativas,

® 1 £ nositivo e y & negativo;
® ¥ & negativa ey & positive,
® X ETErOOUY R Zer.

Figura 1: Atividade proposta envolvendo a transformacao de translagdo e explorando
algumas de suas propriedades.

Aplicacgoes de transformagdes ao grafco de fungdes sdo, entdo, facilmente obtidas,
como ilustrado na £gura 2.

4. Conclusoes e Propostas Futuras

Com esse trabalho procuramos mostrar o potencial da linguagem Java e do que
chamamos de mathlets na melhoria do ensino de matemadtica. No entanto, para que
o trabalho seja ampliado e largamente utilizado, € preciso sobrepujar os obstaculos
inerentes a programacdo em Java. Para isso, pretendemos desenvolver uma biblioteca
de applets confguraveis, isto é, que possam ser alterados por qualquer professor de
matematica, sem necessidade de programacao extra, por meio de seus parametros. Sao
applets desse tipo que utilizamos para o desenvolvimento das atividades propostas.
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- Graficos de Funcies - Praticando - Netzscape

Explorando |

No quadro abaizo, estéo tragados oz graficos das fungdes p) =), para fix) = x2 ey, =fix)+e parac =0 (Repare que
neste cazo as duas funpdes coincidem ) Vane o valor da constante ¢ para observar o efeito geomeétrico ocorido no grafice de
¥y (tracejado).

2
@f(m)==
®y, = f(x)
@ y2 — (X)+ ¢ [@c=0 Teste a sua concluséio com outras fungies.
O ¥, = f(X) Sulsbie (a) Altere a definigie da fungie f{x). Expenimente,
Clique aqui para conferir @ respostal por ezemplo, fix) = x, fix) = cos(x), fix) =| x |
¥ | N (Tecle 7 antes da variavel x)
il (t) Fagac=-2,-1,1,2 3
=
2L (c) Observe o efeito geomeéttico que ocotre no
grifico de y; =fix) (tracejado).
]
Conclua:
i | | | |
y I I | | Como € possivel obter o grafico de y, =flz) +ra
44 ! ! i i partir do grafico de yy =fx)7
2 x o 2 Resposta =
|2 == | Document: Dane S SRl e

Figura 2: O efeito de transla¢des no graf£co de uma funcao.
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A biblioteca que propomos deve prever as vdrias necessidades e usos possiveis e
abordar os principais contetidos de cada série, disciplina ou tema. Para que seja pos-
sivel criar applets desse tipo, adequados ao ensino de matematica, estamos formando
equipes onde professores com pratica em sala de aula trabalhem em conjunto com os
desenvolvedores. No entanto, como Java é uma linguagem muito nova, € muito dificil
encontrar desenvolvedores interessados em criar cddigos para desenvolver ambientes
apropriados, por exemplo, ao ensino médio. Para solucionar esta falta, estamos pro-
pondo que as equipes sejam formadas, também, por alunos interessados neste tipo
de atividade, selecionados em diversos cursos - matematica, informatica, licenciatura,
comunicacao, desenho industrial ... - como foi feito, de forma bem sucedida, no de-
senvolvimento do programa Tabulz.

Desenvolvendo este material, procuramos mostrar como € possivel utilizar a tecno-
logia para ensinar e aprender matematica. Esperamos que ele se constitua num valioso
instrumento de capacitacdo e apoio ao professor e de melhoria na formagao bésica de
nossos alunos.
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1. Sobre Arquivos Privados

O uso de documentos privados como fontes de pesquisa vem dando um novo rumo
as praticas historiografcas. Segundo Prochasson (1998:21), dois parecem ser os mo-
tivos que podem esclarecer esse gosto pelos arquivos privados: o primeiro esta rela-
cionado a Histéria Cultural e, mais especif£camente, aos estudos sobre intelectuais; o
segundo, liga-se diretamente ao anterior, e diz respeito a mudanca de escala de obser-
vagdo do social, que levou ao interesse por fontes menos seriais € mais qualitativas.
Prochasson esclarece, ainda, que os papéis pessoais, inicialmente, atraiam apenas his-
toriadores da literatura ou da arte que, com esses documentos, em punho, santifcavam
os grandes escritores ou artistas. De todo modo, foi hd pouco mais de 20 anos que os
historiadores voltaram seus interesses ao que podemos chamar de fontes privadas.

Os estudos sobre histéria da Educagao Matematica no Brasil, apesar de serem ainda
pouco numerosos, vém dando os primeiros passos no sentido de ampliar o leque de
fontes para escrita dessa histdria. Para além do uso da documentagdo o£cial, sobretudo
da legislacd@o escolar, pouco a pouco, os arquivos pessoais vao ganhando importancia
como ingredientes fundamentais para a escrita do trajeto histérico que o ensino de
Matematica seguiu em nosso pais. Um exemplo disso € o estudo de Dassie (2001)
que, em muito, utiliza o Arquivo Gustavo Capanema para discutir a elaboracdo dos
programas da disciplina, a partir dos anos 1940. O autor mostra como os documentos
pessoais do Ministro da Educagdo e Sadde Publica, tomados como fontes de pesquisa
histdrica, permitem reconstruir o jogo politico que envolveu a participagcdo direta do
exército, da igreja e de grupos de educadores, na elaboracao da proposta para o ensino
de Matemadtica, na Lei Organica do Ensino Secundario de 4 de abril de 1942.

Nessa perspectiva, consideramos de importancia fundamental também poder con-
tar, como fontes de pesquisa, com os papéis pessoais de professores de Matematica.
Seja com documentos de pro£ssionais que mais diretamente estiveram envolvidos nos
debates, nas propostas, na producdo de livros didaticos e em toda sorte de atividades
que, de um modo ou de outro, tiveram signi£cado para as politicas da Educacao Ma-
temadtica; seja com a documentacdo de praticas pedagdgicas de professores que ndo
tiveram lugar de destaque para fora de sua ambiéncia de trabalho mas que, no entanto,
constituem fontes muito ricas para estudo dos processos de apropriacdo e diferentes
modos de leitura que o cotidiano escolar fez de propostas pedagdgicas, curriculares e
de toda gama de determinagdes contidas nas diferentes politicas educacionais.

E intengdo deste trabalho ressaltar a importancia dos arquivos pessoais como fontes
para escrita da histéria da Educagdo Matematica, em particular, destacando o APER —
“Arquivo Pessoal Euclides Roxo”, custodiado pelo Programa de Estudos P6s-Graduados
em Educacao Matematica da Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo.
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2. Quem Foi Euclides Roxo?

Euclides de Medeiros Guimaraes Roxo nasceu em Aracaju, Sergipe, em 10 de de-
zembro de 1890. O local de seu nascimento é meramente circunstancial em razdo da
pro£ssdo de seu pai, engenheiro, que viajava muito e realizava obras por todo o pais.
No Rio de Janeiro, em 1904, Euclides Roxo ingressa no Colégio Pedro II. A partir de
1915, torna-se professor substituto de Aritmética do mesmo Colégio; forma-se pela
Escola Politécnica em 1916 e, trés anos mais tarde, assume a catedra de Matematica
do Pedro II, substituindo Eugénio de Barros Raja Gabaglia, morto naquele ano. Em
1923, publica seu primeiro livro de circulacdo nacional intitulado “Licdes de Arith-
metica”. Dois anos mais tarde, em 1925, Roxo é nomeado Diretor do Externato do
Colégio Pedro II. Em 1927, encaminha a Congregacdo do estabelecimento modelo
para o secunddrio no pais, uma proposta de renovacdo do ensino das Matematicas, a
partir da criacdo da disciplina Matematica, que deveria ser o resultado da fusdo dos
ramos Aritmética, Algebra e Geometria, até entdio ensinados separadamente. A inici-
ativa de propor a criacdo de uma nova disciplina escolar que unifcasse os trés ramos
matematicos representa uma apropriacdo, sobretudo, das idéias do matematico ale-
mao Felix Klein e do desenvolvimento didatico-pedagdgico desse idedrio nos Estados
Unidos, a partir de 1915. Em 1929, Roxo torna-se membro do conselho diretor da As-
sociacao Brasileira de Educacio - ABE. No mesmo ano, publica o primeiro volume de
uma colec¢do de livros didéticos escritos para atender a proposta renovadora do ensino
de Matematica, intitulado “Curso de Mathematica Elementar”, onde os temas da Arit-
mética, da Geometria e da Algebra aparecem fundidos. Vinda a Revolucdo de 1930,
Roxo, ligado a Republica Velha, pede demissdo do cargo de diretor do Externato do
Colégio Pedro II, retornando depois de um periodo de cerca de dois meses a direcdo
do Internato do mesmo Colégio. Euclides Roxo foi o responsdvel pelos programas
de Matemadtica da Reforma “Francisco Campos” e participou ativamente do grupo en-
carregado de elaborar os programas de Matemdtica, em 1942, na Reforma “Gustavo
Capanema”. Ainda em 1937, foi nomeado diretor da Divisao do Ensino Secundério.
No mesmo ano, publica a obra “A Matematica na educagdo secunddria” onde detalha
as infduéncias que sofreu do movimento de internacionalizacdo do ensino da Matema-
tica em suas propostas de ensino.

Roxo morre em 21 de setembro de 1950, deixando marcas decisivas nos rumos da
Educagdao Matemadtica no Brasil, no periodo 1920-1950, por sua atuagdo no Colégio
Pedro I, por sua participacdo nos dois primeiros ministérios da Educacdo e Saude,
pelos livros e artigos que escreveu e pelos diferentes cargos que exerceu.
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3. O APER- “Arquivo Pessoal Euclides Roxo”

Através de contatos com o Sr. Stélio Roxo, £lho de Euclides Roxo, pudemos
consultar os documentos pessoais do principal personagem da Educacdo Matematica
brasileira no periodo 1920-1950. Apds vérias visitas feitas a residéncia de Stélio Roxo,
conseguimos a doacdo do material para estudos e pesquisas com vistas a escrita da his-
toria do trajeto do ensino de Matemdtica no Brasil. O material foi levado ao Programa
de Estudos Pés-Graduados em Educacdo Matemadtica da PUC-SP. Foi, em seguida,
elaborado um projeto objetivando a organiza¢do dos documentos e sua utilizacdo em
pesquisas. O projeto intitulado "Historia da Educacao Matematica no Brasil, 1920-
1960"obteve £nanciamento da FAPESP e vem sendo desenvolvido no interior do Pro-
grama de Estudos Pos-Graduados em Educacdo Matematica da PUC-SP.

A partir do material doado, nossos orientandos tiveram, desde logo, oportunidade
de tomar ciéncia de como se opera a transformacao de um conjunto de documentos
para fontes de pesquisa. De inicio, visitaram outras instituicdes, particularmente o
MAST- Museu de Astronomia e Ciéncias A£ns, do Rio de Janeiro, onde estdo guarda-
dos muitos arquivos pessoais de matemadticos e cientistas brasileiros. Ainda no MAST,
puderam obter informacdes sobre catalogacao, acondicionamento e restauragao de do-
cumentos. Apds essa etapa, separaram, classifcaram e catalogaram os papéis doados.
Atualmente, vém fazendo uso do fruto desse trabalho como fontes para suas proprias
teses.

O APER foi organizado durante o ano de 2001, tendo sido feita a revisdo do tra-
balho durante o més de janeiro de 2002. O acervo constituido cobre o periodo de
1909 a 1955. Os documentos somam o total de 624 unidades, distribuidos em 387
textuais, 235 impressos e 2 iconograf£cos. Terminado o trabalho de organizacdo ma-
terial, publicou-se, em nimero especial da revista Educacdo Matemdtica Pesquisa, do
Programa de Estudos P6s-Graduados em Educacdo Matemaética da PUC-SP, o texto
“APER — Arquivo Pessoal Euclides Roxo — Inventdrio Sumério”, um guia de fontes
para auxilio de qualquer pesquisador que deseje utilizar os papéis pessoais de Euclides
Roxo em suas investigagdes. O APER encontra-se aberto a consulta de estudantes e
pesquisadores no Campus Marqués de Paranagud da Pontificia Universidade Catdlica
de Sao Paulo.

Dentre os documentos do APER estdo cartas, rascunhos de livros didaticos, recor-
tes de jornais, dentre muitos outros materiais que em muito poderdo contribuir para a
escrita da histéria da Educagdo Matematica no Brasil, sobretudo na era Vargas. Se-
guindo padrdes internacionais de arquivistica, os documentos foram classi£cados em
quatro categorias (pessoais, produ¢do intelectual, técnico-administrativos e comple-
mentares), a £m de melhor poderem servir como instrumentos de pesquisa. Entre
os documentos classifcados na categoria pessoais € possivel consultar, por exemplo,
um rascunho de contrato para elaboracdo de livros didaticos pelos autores Cécil Thiré,
Mello e Souza e Euclides Roxo. Esse documento atesta o abandono, por Roxo, do pro-
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jeto inicial denominado “Curso de Mathemadtica Elementar”, onde a Matematica seria
ensinada através da fusio de seus diferentes ramos. Dentre os técnico-administrativos,
estdo vdarios projetos relativos ao Colégio Pedro II, entre eles, uma carta do Ministro
Gustavo Capanema apresentando o arquiteto Oscar Niemayer a Euclides Roxo, indi-
cado para elaborar o projeto do novo edificio do Colégio. A série producdo intelectual,
dentre muitos papéis, retine toda uma documentacdo relativa as propostas de ensino
de Matematica o£cializadas pelas Reformas Francisco Campos e Gustavo Capanema.
Nessa série estdo, também, os recortes publicados pelo Jornal do Commercio, entre
dezembro de 1930 e marco de 1931, com os artigos de Euclides Roxo justifcando os
contetidos da Reforma Campos, para o ensino de Matemética, a partir da reacdo ne-
gativa de vérios professores do ensino secunddrio da época. Na categoria denominada
complementares estao, por exemplo, os inumeros recortes de varios jornais que trazem
artigos referentes as reformas de ensino desde os anos 20 até £nais dos anos 1940.

4. Utilizando O APER: Alguns Trabalhos sobre Hist6-
ria da Educacao Matematica no Brasil.

Em texto intitulado “A Congregacdo do Colégio Pedro Il e os debates sobre o en-
sino de Matematica”, Jane Cardote Tavares, em 2002, analisa, a partir da leitura dos
Livros de Atas da Congregagdo do Colégio Pedro II, como se d4 a penetragdo de um
novo idedrio para o ensino de Matematica naquele que era o modelo para o ensino
secunddrio brasileiro. Tavares nos mostra como ocorrem as discussdes entre os ca-
tedraticos da instituicdo na elaboracdo de novas propostas para o ensino. O foco do
trabalho da autora € o entendimento de como € levada a efeito a proposta de unifca-
¢do da Aritmética, Algebra e Geometria, para a constituicdo da disciplina Matematica.
A leitura e andlise das Atas € cotejada com os documentos de Euclides Roxo. As-
sim, a autora mostra que o APER contém um documento escrito por Roxo, similar
aquele anexado ao Livro de Atas da Congregacdo do Colégio Pedro II, onde se 1€ a
proposta de fusido dos ramos matemaéticos para dar origem a uma tnica disciplina. As-
sim, percebe-se que Roxo busca convencer — e consegue — dois ter¢os da Congregacao,
para apoiarem uma proposta de ensino que elabora solitariamente. Também € possivel
explicar, através dos documentos do APER, as razdes que fazem Roxo, com estreita
ligacdo a Republica Velha, transformar-se num dos integrantes da comissao formada
por Francisco Campos para elaboracdo da primeira reforma que organiza nacional-
mente o ensino brasileiro. A adesdo do diretor do Externato do Colégio Pedro II a
revolucdo vem depois do pouquissimo tempo decorrido entre o seu pedido de demis-
sdo em outubro de 1930 — onde alardeou publicamente seu repuidio ao golpe de Vargas
-, € seu retorno a institui¢ao, modelo do ensino secundério, em dezembro do mesmo
ano pelas méos do préprio Getiilio. E, desse modo, possivel trazer para a Reforma
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Campos, como £cou conhecida, as propostas de Euclides Roxo no Colégio Pedro II
relativamente ao ensino de Matemdtica. Houve assim uma continuidade, das propostas
elaboradas no ambito da Republica Velha, para o ensino de matemadtica, no interior da
nova ordem revoluciondria.

A dissertac@o de Arlete Petry Terra Werneck, “Euclides Roxo e a Reforma Fran-
cisco Campos: A gé€nese do primeiro programa de ensino de Matematica brasileiro”
faz do APER o local privilegiado de suas fontes de pesquisa. Werneck analisa toda a
documentagdo de Euclides Roxo em busca da resposta sobre as origens do primeiro
programa nacional de Matemética. Em meio aos documentos de Roxo, Arlete anali-
sa um conjunto de programas da disciplina, vindos de outros paises e conclui que o
professor brasileiro ndao decalca a proposta contida na Reforma Campos de qualquer
desses programas. Cotejando datas e outros documentos do acervo, a autora revela
que Roxo escreveu concomitantemente seu livro “Curso de Mathematica Elementar”
e o programa de ensino de Matemadtica. Assim, a gé€nese do primeiro programa esta
associada diretamente a estruturacdo de um livro didético.

O APER também constituiu fonte privilegiada de pesquisa para elaboracao da obra
coletiva “Euclides Roxo e a modernizacdo do ensino de Matematica no Brasil”, escrita
por Gert Schubring, Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho, Wagner Rodrigues Valente e
com texto, em seu capitulo £nal do préprio Euclides Roxo. O arquivo foi utilizado, em
grande medida, para escrita do capitulo segundo do livro que analisa, a partir dos docu-
mentos pessoais de Euclides Roxo, as razdes do hiato transcorrido entre o0 movimento
internacional das propostas de renovagdo do ensino de Matemadtica e sua repercussao
no Brasil.

O texto “O nascimento da Matemadtica do gindsio”, publicado pela Sociedade Bra-
sileira de Histéria da Matematica, para servir de apoio ao mini-curso de mesmo nome,
ministrado no ultimo Seminario Nacional de Histéria da Matematica, ocorrido na
UNESP- Rio Claro, SP € outro trabalho que lanca mao do APER. O livro usa o ar-
quivo como subsidio para escrita de como se constitui a Matemdtica a ser ensinada
num nivel escolar criado a partir dos anos 1930, que deu origem ao ginésio, nos anos
40. Para elaboracdo da obra, foram utilizados os resultados parciais das dissertacdes
anteriormente mencionadas neste texto e, ainda, o trabalho de Vera Cristina Machado
Santos, “A Matematica escolar nos anos 1920: Uma andlise de suas disciplinas através
das provas dos alunos do Ginésio da Capital do Estado de Sdo Paulo”. A esses textos
somam-se a andlise de um conjunto de correspondéncias do arquivo que evidencia as
ligacdes entre Roxo e o movimento educacional organizado a partir da criacdo da ABE
— Associagdo Brasileira de Educacdo.

Além dos textos acima mencionados, muitos outros trabalhos pontuais foram pro-
duzidos e apresentados em semindrios € congressos, a partir da documentagdo contida
no APER, especialmente pelos participantes do grupo de pesquisa “A Matematica na
organizacdo curricular: histéria e perspectivas atuais” do Programa de Estudos Pds-
Graduados em Educag¢do Matematica da PUC-SP. Todos esses trabalhos tomam como
referéncia tedrico-metodoldgica as producdes da Histéria Cultural, da Nova Histéria
das Ciéncias e da Histéria das Disciplinas Escolares.



O APER- “ARQUIVO PESSOAL EUCLIDES ROX0”
Wagner Rodrigues Valente

5. Consideracoes Finais

Como foi possivel observar, os arquivos privados podem trazer uma contribui¢do
importante para a escrita da histéria da educacdo, em especifco, para a histéria da e-
ducagdo matemadtica. No entanto, apesar da valorizagdo que vem sendo atribuida aos
arquivos privados, ao que tudo indica, essa valorizacdo ainda ndo incluiu os docu-
mentos pessoais de professores. Renomados autores no ambito politico, intelectual,
cientifco, tém seus arquivos hoje disputados para guarda e utilizagdo na pesquisa. No
entanto, hd de se levar em conta, também, aqueles arquivos de personagens que £-
zeram historia na escola, nas praticas cotidianas de seu trabalho didédtico-pedagégico.
Os documentos desses professores tém interesse ndo necessariamente em sua singula-
ridade, mas na possibilidade de revelar as apropriacdes e leituras que professores de
outras épocas £zeram de contextos politicos e econdmicos, de ambiéncias culturais, de
politicas educacionais, de correntes pedagdgicas predominantes em seu tempo, dentre
outras coisas, para comporem suas praticas de trabalho docente. Assim, bem ao gosto
da Nova Histéria, da Histéria Cultural, inventariar, organizar e fazer uso de testemu-
nhos de praticas culturais, permite que sejam escritas histérias diferentes daquelas dos
grandes eventos, dos grandes personagens.

Ao pensar a educa¢do matemadtica como pratica cultural, somos levados a escrita de
sua histdéria no ambito da cultura escolar. Os produtos dessa cultura tornam-se, desse
modo, fontes para a escrita dessa histéria. A£nal, que historiador da educacdo, hoje,
nao £caria maravilhado com o encontro de papéis pessoais, por exemplo, de mestres
do inicio do século XIX? Rascunhos de aulas, cadernos, apontamentos, resumos de
leituras, correspondéncias e toda uma gama de documentos que ajudassem a compor
o cotidiano de trabalho daqueles professores?
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Resumo Neste artigo apresentamos o site e-calculo, que foi desenvolvido para
apoio a disciplinas regulares do primeiro ano do Curso de Licenciatura em Matemd-
tica do IME-USP. A construgdo e a utilizagdo do site propiciou novas perspectivas no
que diz respeito a ampliagcdo do espaco sala de aula, bem como a possibilidade dos
alunos construirem conhecimento matemdtico em nivel universitdrio de uma forma
mais autonoma e independente.

Palavras-chave  Ensino de Cdlculo, Cdlculo Diferencial e Integral na Web,
Espacos de Aprendizagem, Um site de Cdlculo.

Abstract In this article we present the site e-calculo, developed to support the
regular disciplines of the £rst year of the University degree in Mathematics with Te-
aching Certifcation at IME-USP. The production and usage of the site create new
promising perspectives when we think about expanding the classroom limits, as well
as providing to students a more independent way to construct mathematical knowledge
on university level.

Key words Teaching Calculus, Differential and Integral Calculus on the Web,
Learning Spaces, An Website of Calculus.
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1. Introducao

Este trabalho € fruto de um projeto apoiado pela Pro-Reitoria de Graduacdo da
Universidade de Sdo Paulo e foi desenvolvido em parceria com a equipe técnica do
Centro de Ensino e Pesquisa Aplicada do Instituto de Fisica da Universidade de Sao
Paulo.

Trata-se da criacdo de um site para apoio a disciplinas regulares do primeiro ano
do Curso de Licenciatura em Matemdtica do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sao Paulo. Especi£camente, essas disciplinas sdo Cdlculo Diferencial
e Integral para fungdes de uma varidvel real e Laboratério de Matemdtica, ambas com
duracgdo de dois semestres letivos.

O site e-calculo estd disponivel no endereco:

http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo

2. A rede hipertextual

De um modo geral, a comunicacio estabelecida na Infernet estd se tornando es-
sencial para uns, uma rica descoberta para outros, enquanto que, para alguns ainda
constitui uma interrogacdo. As comunidades virtuais estabelecem-se a partir de inte-
resses; a proximidade fisica ndo é mais essencial, sequer necessaria. Apesar de £sica-
mente “ndo-presente”’, uma comunidade virtual estd repleta de paixdes e de projetos,
de conxitos e de amizades. Para Pierre Lévy [1995],

a virtualizac¢ao reinventa uma cultura ndmade, ndo por uma volta ao paleo-
litico nem as antigas civiliza¢des de pastores, mas fazendo surgir um meio
de interacdes sociais onde as relacdes se reconf£guram com um minimo de
inércia.

Nao se trata mais de discutir ou defender a existéncia de cursos presenciais ou virtu-
ais, em paralelo ou ndo. Trata-se muito mais de potencializar a utilizacdo de um novo
espaco, talvez nem mais tdo novo, que pode se tornar extremamente proficuo em qual-
quer sistema educacional. E uma outra maneira de buscar e viabilizar a construc¢io do
conhecimento, de maneira mais autdnoma e independente, num novo ambiente, onde
0s movimentos e as interacdes sao diferentes e obedecem a novos modelos.

Na verdade, é o reconhecimento de que o universo no qual trafegam o conheci-
mento e as mudancas no saber foi ampliado, atingiu outro patamar e estd disponivel de
uma forma que tende a ser cada vez mais igualitdria, tornando a informac¢ao democra-
ticamente acessivel. Trata-se, pois, de descobrir maneiras de utilizar esse novo espago,
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através de novas estratégias de ensino, pesquisadas e desenvolvidas em ambiente di-
datico seja de competéncia, seja de criatividade.

A escrita, como adianta P. Lévy [1995] “cava uma distancia entre o saber e seu
sujeito”. A passagem da escrita para a imprensa, com a conseqiiente disseminagado e
socializac@o do saber, também gerou perplexidade e inseguranga. Para Lévy [1997]

efetivamente, a impressao transformou de maneira radical o dispositivo de
comunicacao no grupo dos letrados. ... Um processo cumulativo, que iria
levar a explosdo do saber, € engatilhado. ... A informatica parece reence-
nar, em algumas décadas, o destino da escrita: usada primeiro para célcu-
los, estatisticas, a gestdo mais prosaica dos homens e das coisas, tornou-se
rapidamente uma midia de comunicacao de massa, ainda mais geral, tal-
vez, que a escrita manuscrita ou a impressao, pois também permite pro-
cessar e difundir o som e a imagem enquanto tais.

Nesse sentido, a criacdo de hipertextos, ultrapassa de longe os textos convencionais, li-
neares. O hipertexto explode em miriades de noticias cuja auséncia de homogeneidade
traz novas perspectivas para a construcao do conhecimento pelo aluno/usuério. Deste
modo, os microcomputadores abriram um novo leque de possibilidades quando exa-
minamos as indmeras simulacdes que podem ser realizadas e os questionamentos que
podem e precisam ser estabelecidos. A formulagdo de perguntas € fundamental para a
producdo de conhecimento, que, para Bachelard, sempre € resposta a uma pergunta.

3. Osite E-CALCULO

O objetivo principal do projeto foi a criacdo de um ambiente interativo multimidia
para o ensino de Matemadtica superior, especifcamente para o acompanhamento de
disciplinas regulares ministradas para alunos ingressantes na Universidade.

Uma preocupacao esteve presente de modo essencial: o estabelecimento de uma
ponte com a Matematica normalmente trabalhada na Escola Basica. Assim, o trata-
mento dado ao tema Funcdes Elementares pretendeu estabelecer justamente essa li-
gacdo. De fato, as funcdes elementares, em geral, sdo estudadas no Ensino Médio.
No site elas foram todas apresentadas segundo um enfoque importante para o Cal-
culo, sem pressupor um conhecimento prévio por parte dos alunos, que, normalmente
trazem algumas regras memorizadas a respeito, sem signif£cado.

Além disso, uma questdo que mereceu um cuidado todo especial foi o fato de ser
importante apresentar os conceitos de uma maneira tal que se garantisse o convenci-
mento do estudante quanto a sua necessidade e pertinéncia. Mas também foi necessa-
rio apresentar uma certa formalizacdo, a £m de tornar possivel a percepcao da maneira
pela qual a Matemdtica vai sendo construida, constituindo um corpo de conhecimento
articulado e consistente.
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Evidentemente, a construc¢ao da rede hipertextual, com seus inimeros links, anima-
coes e applets, exigiu um grande empenho na busca da melhor maneira de estabelecer
a negociacdo dos signifcados, a £m de possibilitar a constru¢do de conhecimento sig-
ni£cativo por parte dos estudantes que constituem o publico alvo.

Num universo virtual, a construcao de links elimina a linearidade do texto, a na-
tural estrutura presente nos livros didéticos e, ao contrdrio, cria movimento e a pos-
sibilidade de trazer as referéncias sempre proximas, quando necessario, construindo
uma rede semantica, integrando os assuntos abordados a uma memoria que pode ser
tornada presente a todo instante. Por outro lado, os applets possibilitam a simulagdo e
a interacdo do estudante/usudrio, no contexto que estd sendo trabalhado.

Através do forum, € possivel estabelecer mais questionamentos e colocar novos
problemas para os alunos, provocando-os e estimulando-os. Af os alunos colocam
suas ddvidas, discutindo-as entre si € com o professor. Dessa forma possibilita-se a
criacdo de comunidades de aprendizagem, que podem ser virtuais ou nao, enquanto
grupos que tém como objetivo a discussdo de idéias e problemas comuns, buscando
sua solugdo.

A perspectiva de utilizacio de e-learning spaces parece ser cada vez mais proxima
em nosso ambiente universitdrio, abrindo possivelmente novas perspectivas para um
ajuste no que diz respeito ao acesso a Universidade Publica, tornando-a efetivamente
mais proxima de seu publico-alvo.

Na esfera educacional a colocac@o de problemas instigadores e interessantes estd
se sobrepondo as antigas maneiras de transmissao pura e simples de contetidos. Nesse
aspecto, a utilizacdo do microcomputador € um campo que abre, sem divida, inlimeras
possibilidades, principalmente devido as suas caracteristicas intrinsecas que permitem
simulacdes e variadas interacdes. Os estudantes podem utilizar uma ferramenta muito
rexivel e adaptdvel ao perfl individual de cada um. As possibilidades de desenvolver
a propria criatividade sdo inimeras. Num e-learning space, o conhecimento, neces-
sariamente, deixa de ser visto numa perspectiva estdtica e passa a ser encarado como
processo.

Atualmente € quase impossivel fazer ciéncia, engenharia e matemadtica sem ferra-
mentas computacionais. O mesmo pode ser dito com relagcdo a aprendizagem desses
assuntos. As vantagens na utilizagdo do microcomputador principalmente com fer-
ramentas exploratérias s@o enormes. Atribui-se um novo status epistemoldgico aos
objetos matematicos — pois se possibilita uma certa aproximac¢ao dos materiais concre-
tos, ajudando os estudantes na constru¢ao de raciocinios formais — dando-lhes mesmo
a idéia de estar usando o estado da arte das ferramentas cientifcas para aprender e
simular ciéncia e matematica, medindo, controlando, comunicando.

Segundo Papert, declaradamente comprometido com a op¢ao democratica,

... a Informética, em todas as suas diversas manifestacdes, estd oferecendo
aos Inovadores novas oportunidades para criar alternativas. A pergunta
que permanece €: em esséncia, a educagdo publica mostrard o caminho ou,
como na maioria das coisas, a mudanca primeiro melhorara as vidas dos
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£lhos dos ricos e poderosos e apenas lentamente e com um certo grau de
esforco entrard nas vidas dos £lhos do resto de nds? A escola continuara
a impor a todos um tnico modo de saber ou se adaptard a um pluralismo
epistemologico?

4. Resultados

No contexto do curso universitario, onde as disciplinas normalmente sdo desen-
volvidas de maneira bastante tradicional, durante o ano de 2002, foi possivel observar
que os alunos, considerados na totalidade, tém uma certa difculdade em participar do
forum. Alids, essa difculdade é semelhante aquela que muitos apresentam quando
precisam se expor ou participar ativamente do trabalho em sala de aula, seja indivi-
dualmente como em pequenos grupos. Entretanto, ao £nal do periodo letivo, dada
a proposta de trabalho em sala de aula, essa difculdade, no nivel presencial, acabou
sendo bastante resolvida e a maioria dos alunos aprendeu a se envolver.

No caso da participa¢do no férum, alguns estudantes, com bastante naturalidade,
passaram a interagir. A possibilidade de colocar dividas e de responder a questdes
propostas foi assumida por eles. Fomos surpreendidos, inclusive, com a criagdo es-
pontanea de um e-group através do qual oito alunos passaram a interagir em suas
discussoes a respeito de Célculo, ampliando suas possibilidades de didlogo, sem en-
contros presenciais.

Por outro lado e, lamentavelmente, outros alunos simplesmente ignoraram a exis-
téncia do site e do féorum, o que sinaliza a necessidade de insistir e estimular essa
participacdo. As reais perspectivas de melhoria nos sistemas de conex@o nos levam
a crer que propostas desse tipo serdo facilitadas e se tornardo mais vidveis. Dado o
pioneirismo dentro do Departamento de Matematica do IME-USP, acreditamos que
através da persisténcia e dos ajustes necessarios, brevemente o desenvolvimento de
cursos nesses moldes serd reconhecido institucionalmente e terd a aprovacao da totali-
dade dos alunos.

5. Conclusao

Com o desenvolvimento desse projeto, aprendemos que € possivel criar uma rede
hipertextual para um assunto que envolve a Matematica de nivel superior. Vencemos
diversas difculdades. Aprendemos que é possivel sair da proposta linear, envolvendo
um esquema de pré-requisitos, normalmente presente nos livros diddticos de Célculo
Diferencial e Integral. Estamos conscientes de que ainda héd diversos aspectos que
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podem ser melhorados ou ampliados, alguns externos, bem como outros relativos ao
conteddo que foi desenvolvido. Entretanto, sempre existe a possibilidade de transfor-
mar ou mesmo ampliar a rede que foi estabelecida, dada a mobilidade criada.

Entretanto, temos clareza de que estamos apresentando aos nossos alunos, profes-
sores de um futuro bastante préximo e, em certo sentido, previsivel sob alguns aspec-
tos, algo novo e possivel. Esses professores saberdo que € vidvel trabalhar num ambi-
ente que ultrapassa os limites da sala de aula, utilizando um universo que possibilita
interacdes ndo necessariamente presenciais, que permite a constru¢do do conhecimen-
to de forma mais autdbnoma e independente.

Segundo Najmanovich,

ha comenzado a gestarse una cultura que no piensa el universo como un
reloj sino como “archipiélagos de orden en un mar de caos™: la cultura de
la complejidad. La civilizacién que crey6 en las certezas de£nitivas, en
el conocimiento absoluto y el progreso permanente se derrumba y estdn
abriéndose paso nuevos modos de pensar, de sentir, de actuar y vivir en el
mundo.

No mundo em constante e cada vez mais rdpida transformacao, a busca por solucdes
aos grandes problemas que adigem a humanidade tem-se tornado uma necessidade
também progressivamente maior. Nesse sentido, € imprescindivel formar pessoas cada
vez mais criativas e criticas. A escola em qualquer nivel deve preparar o ser humano
para exercer o monopdlio da atividade criativa.
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create an environment of fantasy, discussion and comparison between the mathemati-
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dologies in order to build up some tension over historical, £ctional and pedagogical
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1. Introducao

Entrevistas hipotéticas podem ser aproveitadas no ensino de formas diversas, de
acordo com os objetivos do professor que for utilizé-las, pois, em qualquer nivel, isso
deverd exigir um aprofundamento dos itens abordados, um exercicio da capacidade de
argumentacao.

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de uso da Histéria da Matemitica e
de tecnologias computacionais para o ensino de contetidos de Geometria na Educacdo
Basica, adaptavel as necessidades e possibilidades de professores e alunos de qualquer
nivel de ensino, a partir de uma entrevista hipotética com Heron de Alexandria.

2. Historia da Matematica e Uso de Tecnologias

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) do Ensino Médio (Brasil, 1999),
a referéncia a contextualizacdo sdcio-cultural comporta, entre competéncias e habili-
dades a serem desenvolvidas, o “relacionar etapas da histéria da Matemdtica com a
evolucdo da humanidade” e “utilizar adequadamente calculadoras e computador, reco-
nhecendo suas limitagdes e potencialidades”(p. 259).

A. Miguel (1997), ao listar argumentos que reforcam as potencialidades pedagogi-
cas da Histéria da Matematica, aponta a Histéria como fonte de métodos adequados de
ensino, criticando, no entanto, uma postura linear e considerando “mais razodvel de-
fender existéncia de véarias formas possiveis de se realizar reconstitui¢des histdricas”
(p- 80).

Quase sempre utilizamos a Historia da Matemadtica para motivar uma discussao
sobre um certo objeto, seu signifcado e sua funcdo. Discorremos sobre a questdo
histdrica e passamos a um novo debate: o contexto presente, a realidade e as novas
atribuicdes do objeto nos dias de hoje. Mas como poderiamos viver a passagem entre
o passado e o atual?

Mesmo baseados em fontes histéricas conf£édveis, ndo conseguimos nos livrar dos
“cacoetes” pedagdgicos, acabamos impregnando a ordem histérica de um tom “‘es-
térico”, cuja fungdo € subverté-la em nome de uma nova ordem, a diditica. E se
£z€ssemos o oposto? E se nds impregndssemos uma ordem pedagdgica, considerada
favoravel, de um teor historico?

Como recurso capaz de desenvolver nossa proposta, sugerimos o uso de calculado-
ras e computadores, considerando que eles podem permitir, aos estudantes, a familia-
ridade com padrdes que se repetem, levando-os a fazer hipéteses, testa-las e levando
os professores a juntarem-se a eles, num ambiente de pesquisa.

Nossa proposta consiste, entdo, em imaginar uma apresentacdo de Heron de Ale-
xandria aos recursos tecnoldgicos, discutindo com ele questdes de forma, contetddo e
posturas epistemoldgicas. Segundo Eves (1997, p. 205),

H4 muita controvérsia a respeito da época exata em que ele (Herdo) viveu, havendo
estimativas que variam de 150a.C. a 250d.C. Mais recentemente tem sido colocado na
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segunda metade do século Id.C.
Estamos supondo, portanto, que ele tenha recebido inuéncias de muitos matema-
ticos da “idade de ouro” da Geometria grega.

3. A Entrevista

Vamos transcrever aqui apenas alguns trechos da longa conversa hipotética que ti-
vemos com Heron, indicando por “A” as intervengdes feitas por nds e por “H”, as de
Heron. As referéncias entre parénteses foram inseridas apds o didlogo com Heron,
apenas para que voce, leitor, possa reportar-se as nossas fontes. As omissdes de al-
gumas partes da entrevista, necessdrias pelas limita¢des de espaco, s@o indicadas por
uma linha tracejada.

A: — Heron, queremos mostrar a voc€ alguns instrumentos que usamos em nossas
aulas, para trabalhar com contetidos de Geometria. Vimos as representacdes no seu
livro Métrica e achamos que vocé podia trabalhar de uma forma mais simples se usasse
um computador para lhe auxiliar nos desenhos.

H: — Nio estou interessado em simplifcar, estou interessado em deduzir geometri-
camente a formula que Arquimedes ja conhecia (Boyer, 1968).

A: — Muito bem, mas ha uma maneira de fazer desenhos nesse aparelho, usando
um recurso que chamamos de software de Geometria Dinamica.

H: — Em que sentido vocé€s usam a palavra “dinadmica”?

A: — Dinamico € algo relativo a movimento. Mas deixemos isto de lado por instan-
tes, Heron. Veja apenas como podemos desenhar um tridngulo e uma circunferéncia
inscrita nele. Qualquer dos segmentos que vocé precisou tracgar, nds o fazemos aqui,
com a vantagem de que os nimeros que representam suas medidas vao sendo apresen-
tados instantaneamente.

A: —Heron, em épocas mais recentes, um matemdtico chamado Seseman construiu
uma tabela, com colunas preenchidas por nimeros inteiros, representando lados e drea
de tridngulos que hoje recebem seu nome, Heron, em homenagem a sua obra (Rade &
Nelson, 1984).

H: — E como € essa de£nicao?

A: — “Se os comprimentos dos trés lados de um dado tridngulo sdo inteiros e sua
area também, entdo ele é chamado Tridngulo de Heron.” (Fleenor, 1997, p. 113).

H: — Muito bem! E o que este Seseman fez?

A: — Ora, ele tomou as medidas dos lados e calculou a drea de cada tridngulo
usando a férmula que vocé€ demonstrou. Mas sua tabela é pequena, porque os célculos
eram dificeis para os poucos recursos de sua época. Hoje temos recursos computacio-
nais. Olhe novamente para a tela do computador, Heron. Veja, posso simular a tabela
de Seseman com um outro programa chamado “planilha eletronica” e, sem calculos
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tediosos, obter a darea do tridngulo, para decidir se ele merece ser chamado por seu
nome!

H: — Vocés ndao me convencem de que isso seja importante, pois eu vejo um pro-
blema nessa geracao de nimeros. Nem todos podem representar lados de um triangulo.
Af£nal, Euclides ja provou que cada lado de um tridngulo é menor que a soma dos ou-
tros dois!

A: — Heron, ainda hd uma outra propriedade que permite discutir conceitos que
Zenon de Elea ja conhecia, quando este propds o paradoxo de Aquiles e a tartaruga,
lembra-se? Estamos nos referindo a nocao de limite.

H: — O que € isso?!

A: — Algo intimamente ligado a questdo do movimento e sua matematizacao.

H: — Vejamos o que vocés sabem sobre isso, jad fui muito questionado sobre o
assunto. Vocés chamam este problema de limite? Limite de qué?

A: — Espere, voltemos ao computador € vamos construir uma nova tabela em nossa
planilha eletronica, com lados de tridangulos de Heron representados por inteiros con-
secutivos, a,_1, a, , 4,11, em que n indica a linha da tabela. Se tomarmos a razao “Z—“

n

como termo geral de uma seqiiéncia, ela parece convergir para v/3 + 2. E limite neste
sentido!

H: — Caros senhores, vocés me surpreendem! Em primeiro lugar, ndo conheco
essa notacdo usada para representar esses nimeros. Em segundo lugar, vocés insis-
tem em usar termos que traduzem movimentos, como ‘“dinamica” e “convergéncia’”.
Parece-me claro que uma diferenca entre nossas épocas repousa sobre isso. Voc€s
matematizaram o movimento.

A: — Na realidade, Heron, ndo fomos nds, foi Newton, no século XVII !

H: — Quem?

H: — Digam-me, entdo, qual € a drea do circulo cujo raio é 1? Quero ver o quanto
vocés avangaram em relacdo a Apolonio de Perga ! (Boyer, 1968).

A: — Deste nimero, que depois foi simbolizado por 7, j4 conhecemos muito, mas
no £nal das contas, talvez utilizemos o mesmo valor calculado por Apolonio.

H: — Vocés estdo me dizendo que sabem muito, mas ndo ensinam aos seus alunos?

A: — Nao € isso...com o advento do computador, acabamos por tornar-nos mais
pragmaticos, somos mais praticos. Nossa postura diante dos fatos geométricos tornou-
se mais qualitativa, Heron. Parece-nos claro que a dif£culdade que vocés tiveram em
superar as questdes quantitativas de sua época acabaram por velar o desenvolvimento
qualitativo das mesmas questdes.

H: — Eu sou conhecido por meus experimentos e construcdes, senhores. Eu ndo
dou nomes, nem tampouco categorizo minha criatividade ou minha postura. O que
me parece claro € que vocés escolheram esta caixa de luz (o monitor do computador)
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para exibir seu pensamento e analisd-lo como espectadores de vocés mesmos. Serd
por causa do movimento? Eu imagino com clareza a £gura que quiser € meco tudo o
que lhe torna unica, em termos absolutos e suas relacdes.Vocés trocaram o prazer da
descoberta pela precisdo da descricdo. Vocés favorecem o “como” em detrimento do
“o qué”.

A: —Sobre a sobrevalorizacdao do “como” em detrimento do “o qué”, ndo sabe-
ria dizer, talvez vocé esteja certo...No entanto, estamos tendo esta conversa porque
queremos levar a descoberta para a escola, queremos unir elementos numéricos e geo-
métricos, tecnologia e agao.

H: — Eu uni tais elementos, deveras. No entanto, creio que nossa percep¢ao do
“logo” é distinto, assim como o respectivo uso do “techno” também. E claro que os
avancos de seu tempo me surpreendem, mas eles sdo avancos do tempo. O que, no
entanto, voc€s ndo parecem perceber € que, se voltarem ao meu tempo para retribuir
minha visita, vocés o fardo acreditando que estdo retrocedendo. Vocés nao acredita-
rdo que também estdo vivendo um avanco. Pois creiam, em muitas questdes estamos,
ainda, a frente de vocés. A conquista do pensamento acerca do movimento, feito por
vocés exteriormente, s6 ganhard sentido na acdo a que se referiram. Vejo que vocés
conseguem desenhar um heptdgono nessa caixa. Mas a e£cdcia os cegou com relacdo
as regras. Parece que ndo existe o questionamento sobre a possibilidade real da cons-
trucdo por régua e compasso!!! Talvez voc€s saibam da impossibilidade da constru¢ao
daquele poligono através de instrumentos, mas € provdvel que vocés ndo saibam que
o apotema de um hexdgono regular fornece uma excelente aproximacao para o lado
do heptdgono inscrito no mesmo circulo. Seu processo investigativo ndo permite tal
percepcio, ele me parece ser apenas estético ou brutalmente analitico. Vocés perderam
o meio termo. Talvez sejam estes processos investigativos de médio porte que voces
devam levar para as suas escolas. Voc€s devem reaprendé-los. Serd dificil, no entanto,
vencer a inércia do pensamento.

4. Consideracoes Finais

Ao introduzirmos conceitos de Geometria, tais como a férmula para o cdlculo da
area de um tridngulo e as propriedades dos triangulos de Heron, queremos percorrer
um caminho que nos parece pedagogicamente favordvel, haja vista a importancia do
uso de recursos computacionais. Mas a escolha dos temas estd baseada em um trabalho
realizado hé séculos, em resultados que outros matematicos ja validaram. Como fazer
para compatibilizar essas idéias? Nossa proposta € usar uma estoria, a da conversa
com Heron, e transforma-la em um motivo para buscar elementos na Histéria da Mate-
matica, que garantam um sauddvel intercambio entre os pensamentos matematicos do
passado e do presente, evitando a simples apresentacdo de dados sobre os matematicos
e suas obras absolutamente descontextualizados.

A partir dessa idéia inicial, podemos lan¢ar um desafo aos alunos: quais sao os
tridangulos de Heron? Sabendo que temos in£nitos tridngulos desse tipo, precisamos
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limitar nossa busca e, entdo, reformular a questdo, estabelecendo um valor maximo
para o maior dos lados (digamos N) e lembrando o fato de ndo podermos tomar quais-
quer valores inteiros para os lados do tridngulo, ainda que menores ou iguais a N, uma
vez que cada lado tem que ser menor que a soma dos outros dois. Essa condi¢do é
equivalente a tomar p(p-a)(p-b)(p-c) maior que zero, sendo a, b, ¢ os lados e p o semi-
perimetro do tridngulo escolhido. Assim, jd se esboca um plano, visto que a drea A
pode ser calculada pela férmula de Heron.

Ao tomarmos valores a,b,c menores ou iguais a N, aplicando na férmula, obtendo
A e decidindo se o triangulo é de Heron, o aluno deverd perceber que o trabalho é
dificil e tedioso. Esse € o momento de fazermos um retrospecto e perguntar: e se
houvesse um computador no qual ele pudesse programar os calculos em uma planilha
eletronica?

Mas qual a importancia de tais tridngulos, que outros conteudos podem ser desen-
volvidos a partir desses célculos? Fleenor (1997) aponta propriedades interessantes
dos tridngulos de Heron que t€m lados representados por inteiros consecutivos. To-
mando dois deles (com excecdo do que tem lados 3, 4 e 5), se tracarmos a altura
relativa ao lado representado por um ndmero par, ela vai dividir o tridngulo em outros
dois, retangulos, cada um deles também um triangulo de Heron.

Podemos, entdo, alternar os questionamentos e os recursos, pois agora estamos tra-
balhando com Geometria (altura de tridngulos) e hd a possibilidade de usar softwares
de Geometria Dindmica, como o Cinderella, para construir os tridngulos e determinar
lados e dreas (Cinderella, 2003). Nossa proposta, portanto, engloba a contextualizagao,
com a entrevista, o desa£o aos alunos e o uso de computadores, quando a necessidade
se impuser, pelos cdlculos complicados ou pela impossibilidade de tragar £guras ape-
nas com régua e compasso.
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“coisas em si” (Natureza), separado e acima do mundo dos “humanos entre si” (Soci-
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Abstract While mathematical shapes are historically acquired and learned they
are subsequently naturalised, apprehended, and widely used in enacting one version
of a pregiven reality, the world of “things in themselves” (Nature), separated from the
world of “men (humans) among themselves” (Society). Mathematically stable shapes
(theorems), mobilized as metaphors in diverse real world situations, and supported by
metrology, become invincible ontological tools.
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Mathematics and mathematical metaphors are important because they help to make
heterogeneous processes — including those of globalisation — seem unifed. Like the
theology they have replaced, they have the effect of putting human beings in contact
with the transcendent. The argument, then, is that while mathematical shapes are
historically acquired and learned they are subsequently naturalised, apprehended, and
widely used in enacting the real world.

How does this work? To answer this question we need to note that mathematical
referents are powerfully located and enacted in texts. In science, and especially in
mathematical texts, a ‘£gure’ or an inscription is combined with a legend. The re-
ferent — the £gure — is right there in the text. So mathematics endlessly creates new
referents, and a few are converted into representations of the real world. This happens
because they are embedded in metrology, the art of measuring. Metrology strengthens
the capacity of mathematics to convince. It helps to frame what is to be taken into
account or forgotten, made present or absent. So the argument is that mathematically
stable shapes (theorems), mobilized as metaphors in diverse real world situations, and
supported by metrology, become invincible ontological tools.

Mathematics is important in contemporary reality partly because of its metapho-
rical plasticity. On the one hand, it is taken to be certain, determined, exact, and
decidable. On the other hand, in the £rst half of the 20" century mathematicians con-
cluded that it is impossible to determine the logical consistency of any reasonably large
mathematical system. For instance, the logical consistency of arithmetic can be neither
proved nor disproved. At the beginning of the 21°¢ century uncertainty is recognised
in mathematics in two more ways. First, it is argued that any shape (or ‘order’) will
always be present in a space (a ‘universe’) that is suffciently large. This means that
the appearance of disorder in the world can be understood as a matter of scale. Second,
it is argued that the radical indeterminacy (i.e. the non decidability or calculability) of
most ‘objects’ that populate mathematical spaces means that they cannot be caught in
any kind of regular network (‘order’).

In what follows I will work these arguments through by considering £rst the enact-
ment of mathematics, and what one might think of as the practical transcendence of
mathematical shapes or theorems. Then I will explore its character as an ontological
tool. I will next consider the mathematics of order and scale on the one hand, and non-
calculability on the other. I will conclude with a few observations about the potentially
subversive character of these 20" century forms of mathematics to the global and the
local.

2. Globalisation, @uid, and unity of the global as mathe-
matical performance
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‘Globalisation’ is a process best thought of in terms of verbs, movements, and
ruxes. At the same time everything that happens, happens in particular. It is local.
This means that the global and the local shape themselves together and do not exist
outside particular actions. It also means that they, or so I shall argue, that they are the
ephemeral effects of scaling or relative quantities/positions (densities).

So everything is in ux and everything is locally enacted. But how does the global
end up as the global while the local is considered local? How is an inter-subjective
unity to/with the global achieved? This is my proposal. Like any other ‘entity’!,
globalisation is a unity that depends on performances of provisionally stable patterns
of links between heterogeneous materials heterogeneously juxtaposed in @ux. Husserl
(1970:25) tells us that all entities, “in general and in all their properties, Ructuate in
the sphere of the mere typical”. Callon (1995:320) similarly suggests that entities
provisionally confgure “networks of similarity”. So similarity is always approximate —
and it is a conf£guration. More precisely, it depends on the enactment of approximately
the same provisionally stable patterns or shapes in different networks of similarity. But
how are such patterns held stable? How are they made intersubjectively transmittable?
How are they bundled into networks that are strong enough to make it possible to
talk about ‘unity’? My suggestion is that this is achieved in the shapes given in the
‘mathematization of the world’. As Husserl (1970:48-49) puts it, the ‘mathematization
of the world’ is

“the surreptitious [translation] of our daily life-world — the world that is
given in its actuality through perception, which is always experienced and
experienceable — to a [measured] world of mathematically substructured
shapes”.

This implies that certain sites for witnessing, predicting, and truth making are parti-
cularly important the networks of the contemporary world. At these sites Euclidean
and Cartesian ways of thinking global space-time are performed. As they are, read
and written they bind relations and ‘inscriptions’?, enacting an approximate, though
shifting, pattern in global actors and techniques. The global is constituted as an ephe-
meral effect of scaling, and of contingent differences in relative quantities/positions
(densities). The global is not intrinsically different from the local, but it is identifable
as global.

In the ‘mathematization of the world’ shapes are made more or less coincident.
If they satisfy special practical interests then they are taken to coincide; for example,

'Entity: a term which designates a location in a semiotic network of relations. An attempt to desig-
nate such locations (which may include subject- and object-positions of all kinds including human and
non-humans) in a neutral and symmetrical manner. See Law (2002). To de£ne an entity, one will not
look for an essence, or for a correspondence with a state of affairs, but the list of all the syntagms or
associations into which one element enters. See Latour (Pandora’s Hope, p. 161).

’Inscriptions: a general term that refers to all the types of transformations through which an entity
becomes materialized into a sign, an archive, a document, a piece of paper, a trace. See Latour (1999:
306).
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two approximate confgurations are accepted as occurrences of the same shape in the
rux of networks of similarities in incessant movement. If those interests change it
may or may not be possible to keep the networks of similarities approximately stable?.
Unity might be sought beyond the mathematical — for instance in religious faith. But
I do not intend to explore the reasons for ‘mathematisation of the world’ as opposed
to the ‘evangelisation of the world’. My question is more limited: it is to ask how the
‘mathematisation of the world’ might work to make the global unifed.

3. Mathematics and unity in the modern world

The history the mathematisation of the world grows out of the loss of authority of
religion in the so-called West. The divine body of the king is translated as a £gure of
unity into the modern nation state where the political body is united in a social con-
tract as intangible as a mathematical shape.It also grows out of the impossibility of
Platonism in a world of incessant movement where any stability or shape is sensed as
provisional*. But in mathematics the complexity of unity and its many possible sha-
pes is constructed, explored and decomposed within professional communities. For
instance in mathematics the number 1 and the notion of an integer number, a col-
lection of 1s, individuals with de£ned stable boundaries, is its own £eld. Again, the
boundaries between the £elds of integer numbers and those of rational, real, and com-
plex numbers, are negotiated in detail. The professional division of labour means that
an immense collection of theorems® has been established and stabilized as facts that

3Important researchers have shown and insisted that such limits appear in the negotiations with non
humans. Although non humans have no voice, they do not accept arbitrary limits. I am not trying to
render these streams of Science and Technology Studies fully or generally compatible with Husserl’s
thinking, but teasing out similarities in their networks. We may say that, with his strict focus around
geometric shapes, (Husserl 1970:25) contemplates these limits of negotiation with non human materials
from another angle, claiming that “it is clear that there is a limit for what can be done by means of the
normal technical capacity to perfect, that is, to make the [approximate] straight more straight and the
[approximate] plane more plane.” In a similar way, focusing on techniques of economic accounting,
Callon (1998) suggests that there is a limit for the internalization of externalities, or for the framing of
overdows, by means of, or preserving, existing networks of similarities.

4“The ontology of postclassical theory has a distinctly Heraclitean Ravor ... dominated by images
and models of ux — not simple mutability but complex and usually in(de)terminable dynamics, often
involving signifcantly reciprocal interactions.” Smith and Plotnitsky (1995:379).

A theorem is an axiomatic (self-evident) de£nition of mathematical shapes followed by the sta-
tement of a relation between them that has been or is to be proved true. It has been estimated that
nowadays 250,000 theorems are published per year. Hoffman (1998:204).
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mathematicians usually treat as discoveries®. For example’:

THEOREM AND LEGEND 1

THEOREM: In the £eld of integer numbers, prime numbers are de£ned as those
numbers that are divisible only by themselves and the number 1. The supply
of prime numbers is inexhaustible (a mathematical fact well established since
Euclid; as of January 27, 1998 the largest known prime number was a 909,526-
digit number, 23921377_1) ... There is always a prime number between 2 and 2n

LEGEND: We happen to have ten £ngers, and our number system is conveniently based
on ten digits. But the same primes, with all the same properties, exist in any number
system. If we had twenty-six £ngers and constructed our number system accordingly,
there would still be primes. (Hoffman 1998:33-37)

THEOREM AND LEGEND 2

THEOREM: If you add the reciprocals of the £rst n integer numbers, you never
get an integer. In other words, 1/1+1/2+1/3+1/4+...41/n never sums to an inte-
ger. Actually, if you add the reciprocals of any uniformly spaced integers you
won’t get an integer.

LEGEND: Copying older mathematical documents, scribe Ahmes in ancient Egypt
“promised insights into all that exists, knowledge of all obscure secrets.” ... Reci-
procals were prized by the ancient Egyptians, who refused to deal with any fractions
that weren’t unit fractions (with the sole exception of 2/3, which had its own special
hieroglyph) ... Once asked about why the Egyptians did this, André Weil, the legendary
mathematician who is also a superb historian, simply said that “they took the wrong
turn”. (Hoffman 1998:153-4)

6 About “the old debate about whether you create mathematics or just discover it; in other words, are
the truths already there, even if we don’t yet know them?”, the famous mathematician Paul Erdos always
invoked “this trans£nite Book — trans£nite being a concept in mathematics that is larger than infnite
— that contains the best proofs of all mathematical theorems, proofs that are elegant and perfect.” ...
“The strongest compliment Erdos gave to a colleague’s work was to say ‘It’s straight from the Book™”
(Hoffman 1998:6).

"The following classical theorems about integer numbers and the material I that I have presented as
their legends come from Paul Hoffman’s marvelous biography of Paul Erdos: Hoffman (1988).
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THEOREM AND LEGEND 3

THEOREM: The length of the diagonal of a unit square (the square root of 2)
can be expressed neither as a integer number nor as a simple fraction.

LEGEND: In the sixth century B.C. Pythagoras made a kind of religion out of integer
numbers, believing that they were not mere instruments of enumeration but friendly,
perfect, lucky, or evil. ... when Pythagoras had his world view challenged by the above
theorem, he became distraught and swore his disciples to secrecy. When one of his
followers subsequently betrayed him, Pythagoras had him executed — what is called the
“Pythagorean scandal” among mathematicians. (Hoffman 1998:45)

In this kind of work mathematics seems to provide a direct channel to something
that is “hidden but stable, coherent, and incorruptible”. When she studied high energy
physics Traweek (1988:2) asked how a £eld of apparently such restricted interest could
secure billions of dollars. One of the answers, she suggests, is that the £eld enlists “the
emotional force of cosmology”. It “bring[s to the modern world] news of another
world: hidden but stable, coherent, and incorruptible”. Just, indeed, as did the Pytha-
gorean inspiration of Galileo’s investigation. The argument is that modern science
confers autonomy to mathematical shapes, and treats numbers in science as a trace of
transcendence®. And that this autonomy is carefully nurtured in texts where theorems
are presented with legends® that perform the salto mortale'® towards transcendence.

The legends above £1l the epistemological gap between theorems and their mea-
nings: between selected shapes and ®ux. If links are made between an extraterrestrial’s
£ngers and prime numbers then mathematics and transcendence are being joined. Po-
lanyi (1958:2) notes that Pythagoras and his followers listened to the sound of an oc-
tave but heard the sound of the numerical ratio /. Kepler considered numbers to be
the substance and the ultimate shape of things and processes (he noted the tone of each
planet). Descartes sought in his universal mathematics to apprehend clear and distinct
ideas which would therefore be necessarily true. And as the box below suggests, jumps
between the transcendent and the empirical are also to be found in the nineteenth and
the twentieth centuries in the so-called “paradox of mathematics”.

8<I have wished to understand the hearts of men. I have wished to know why the stars shine. And I
have tried to apprehend the Pythagorean power by which numbers holds sway above the #ux”. Bertrand
Russel.

°In a much similar way that graphics and inscriptions are presented in scientifc papers and textbo-
oks, as so nicely described by Latour (1987).

L atour (1999:74) describes a salto mortale — this movement executed by an idea “in ‘meaning’ an
object separated by an ‘epistemological chasm’ from itself” — by referring to William James.
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PARADOX of MATHEMATICS

For no particular reason the Greeks decide to study a curve called an ellipse. 2,000
years later astronomers discover that it describes the way the planets move around the
sun. Again, for no particular reason, in 1854 a German mathematician, Bernhard Ri-
emann, wonders what would happen if he discards one of the hallowed postulates of
Euclid’s plane geometry. He builds a seemingly ridiculous assumption that it’s not pos-
sible to draw two lines parallel to each other. His non-Euclidean plane replaces that of
Euclid with a bizarre abstraction called curved space, and then, 60 years later, Einstein
announces that this is the shape of the universe.

This paradox is the the belief expressed by Tierney (1984) that “no matter how
determinedly [mathematicians] ignore the world, they consistently produce the best
tools for understanding it”. This capacity to bring news from a hidden, stable, coherent,
and incorruptible world, brings the divine right back into provinces inhabited by the
gatekeepers of the uniqueness of modern materiality''. And some at least assume that
this kind of service to Unity in the temple of human rational knowledge is precious
because it enlists emotional forces in favour of convergence and similarity.

4. Mathematics as an ontological tool

Given the ‘paradox of mathematics’, to what extent can it be said that mathemati-
cians “determinedly ignore the [life-]world”?

There has always been movement of goods, people and symbols between different
locations. Indeed it was Mercator’s projection that £rst performed the globe as a unity
divided into regions. This, or so it seems, is a mathematical conception of space. But
is it an example of the ‘paradox of mathematics’? Do the maths come before the map?
The answer is no! Mercator’s map was invented before the creation of the mathema-
tics imputed to it'2. Mercator did not ignore the world. Instead he was interested in

UThe gates or frontiers that separate a hidden, stable, coherent, and incorruptible world, Nature, from
Society.

12Mercator invented the now called Mecator projection in 1569 — before the necessary mathematics
was invented. The equations for this projection involve a logarithm. Napier didn’t invent logarithms un-
til 1614. Deriving the equations requires calculus and differential geometry. Newton and Leibniz (who
invented calculus) were not born until 50 years after Mercator died. Gauss (who invented differential
geometry) was born in 1777. (norris.weimer @ualberta.ca)
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producing a map which could be used by sailors. This is what science and technology
studies leads us to expect: intellectual production bears the imprint of its location. So
differential and integral calculus is to artillery as contemporary mathematics of inte-
ractive systems is to missiles that correct their trajectories. Boolean algebra is not like
an isolated sleeping beauty waiting for an enchanted prince in the form of the electro-
nic computer. It is the other way round. Mathematics — and science in general — is
shaped by and bears the imprint of asymmetrical relations of power.

Husserl (1970:xxxvii) insisted that mathematics and scientifc thinking have histori-
city, that they involve tradition in their inherited ways of perceiving the world and their
taken-for-granted hypotheses. He also argued that long-term intersubjectively negoti-
ated idealisations within communities of mathematicians create a repertoire of mathe-
matical shapes that can be habitually used and be applied to new phenomena. Husserl
(1970:26) argues that there is no need for their meanings to be explicitly formulated
or renewed. Based instead in sensible (material) incorporations (embodiments) such
as speech, writing, drawings, papers and textbooks, mathematical shapes are simply
apprehended and operationalised in practice.

But mathematics is also important in the labour of division that creates entities and
perceptual categories. Thus mathematics goes with calm, reason or ‘coldness’. For
instance, Hirschman (1977:65) shows that at the time of early capitalism mathemati-
sation was used to distinguish between economic passions:

“The criterion by which Hutcheson here divides the ‘calm desire of we-
alth’ (note that ‘calm’ is the English equivalent of doux) from avarice is
not intensity of desire, but willingness to pay high costs to achieve even
higher benefts. A calm desire is thus de£ned as one that acts with cal-
culation and rationality, and is therefore exactly equivalent to what in the
seventeenth century was understood by interest” (my emphasis).

The idea that the calm desire for wealth links expenditure and gain while avarice refu-
ses the connection makes the link between capitalist accumulation and mathematised
shapes for passions, emotions, and behaviours explicit. “Benevolent passions and calm
motions of the will” are more easily mathematisable or framed than “self£sh passions
and violent motions of the will”. Hume solved a “problem with the new terminology”
by equating calm passion with interests, and by stressing the distinction “between a
calm and weak passion; between a violent and a strong one”’'*. Adam Smith similarly
de£ned the desire to better one’s condition as “a desire which, though generally calm
and dispassionate, comes with us from the womb, and never leaves us until we go into
the grave”. In the 20" century Schumpeter contended that

13« . while a victory of the interests over the passions could be readily visualized, language makes

it rather more diffcult to see how the calm passions could come out on top in a contest with the violent
ones” Hirschman (1977:65)
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“capitalism itself could not possibly lead to contest and war, for its spirit
was rational, calculating, and therefore averse to risk-taking on the scale
implicit in war making and other heroic antics”!*

Mathematization has often enacted ontologies with far-reaching social, political, and
economic effects. Malthus’ calculations of food production and demographic expan-
sion are a case in point. Frederic Taylor’s scientifc administration of labour is a se-
cond. And its introduction in 20" century economics was used to impose solutions to
controversies, often with direct effects on developing nations. For example in 1952 the
Nobel prize in Economics was granted to Paul Samuelson who had treated the com-
munity of expert economists to an elegant mathematisation that strongly invigorated
the so called ‘law of comparative advantages’ between nations as opposed to other ap-
proaches derived from ‘more realistic though [mathematically] less rigorous’ theories
proposed by Raul Prebisch!>. The list is almost inexhaustible.

5. Mathematics and order(ing)

But contemporary mathematics also suggests that as scale increases one cannot
escape structure, and that the appearance of disorder is really a matter of scale. Why?

4 Apud Hirschman (1977:135). My emphasis. Hirschman points out how these statements concer-
ning the aversion of mature capitalism to war making do not resist the trials of strength in historical
confgurations of capitalism, but here I am not interested in seeing them as £xed shapes on a fact-£ction
gradient, but rather to point out their ontological performance in the struggles of construction of entity’s
identities during a determined period.

SMcCloskey (1990:153) contends that “[i]t is not surprising that an economics taking itself to be
value-free social engineering should do a poor job in advising poor countries. Economics around 1950
gave up social philosophy and social history to become a blackboard subject. The poor countries provi-
ded convenient laboratories to try out what was discovered on the blackboard”.
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THEOREM AND LEGEND 4

If you write the numbers from 1 to 17 in any order it will always be possible to
pick 5 numbers that form either an increasing sequence or a decreasing sequence
going from right to left or from left to right along the row. You don’t have to
pick the numbers consecutively, you can jump. But this is not necessarily the
case if you write only 16 numbers. Consider the following row of 16 numbers:

13141516910111256781234

One cannot pick a sequence of 5 numbers in increasing or decreasing order
going from right to left or from left to right. But this changes if we add the
number 17 anywhere. For example, consider

1314171516910111256781234

Indeed many sequences can be chosen. Similarly, if we write down 101 numbers
in any order!®,it will always be possible to £nd a sequence of 11 increasing or
decreasing numbers. This result can be generalised.

THEOREM: In a row of n? + 1 numbers you will always £nd a rising or falling
sequence of length n +1; in a row of n? numbers you this is not the case.

LEGEND: ONE CAN ALWAYS TEASE OUT A GRAND NARRATIVE FROM A
SUFFICIENTLY ENLARGED FRAME.

Ramsey theory suggests that one may £nd a given mathematical shape if the universe
is large enough. Or, to put it differently, that large enough universes always contain
(partial) ordering processes!”. The implication is that it is always possible to tease
a grand narrative out of a universe that is suffciently large'®. On the other hand,
Ramsey theory also suggests any mathematical shape can be found if the universe is
large enough:

“In the TV series Cosmos, Carl Sagan appealed to Ramsey theory without
knowing that was what he was doing: People often look up and see, say,
eight stars that are almost in a straight line. Since the stars are lined up,

1"Mathematical shapes may be thought of as [provisional] “immutable and combinable mobiles™ at
the end of long networks. See (Latour (1987:227). And universes are constructed, invented, discovering,
and conventional (Latour (1999:66-67). For instance, the presence of elements that suit the integration
of shape and matter so well described in “Circulating Reference — Sampling the Soil in the Amazon
Forest”, Chapter 2 of Latour (1999).

18<In a large enough set of points, convex polygons cannot be avoided”, a theorem established in the
1930s, is the solution of Paul Erdos’s Happy End Problem. Hoffman (1998:76).
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people are tempted to think they were artif£cially put there, as beacons
for an interstellar trade route, perhaps. Well, Sagan said, if you look at a
large enough group of stars, you can see almost anything you want. That’s
Ramsey theory in action.”!”

Mathematicians working on Ramsey’s theory seek the smallest universe that will con-
tain a given (de£ned) mathematical shape.

THEORY AND LEGEND

RAMSEY THEORY IN ACTION: if you consider a large enough (mathematical)
universe, you will always be able to £nd any mathematical shape.

LEGEND: A respectful (that is, logically consistent) story is all one needs to go to
trial with in a suf€ciently enlarged courtroom?’.

This suggests, for instance, that the expansion of the universe with genetic engi-
neering means that it is possible to discover new shapes such as cyborgs or mixtures,
shapes that could not be found in smaller universes. It also suggests that a suffcien-
tly large contractual universe will guarantee the presence of a certain confguration of
relationships among agents!. In short, Ramsey theory suggests something that recent
sociology and anthropology of knowledge has also established: that the kinds of orders

that can be found or constructed depend on, and change, with scope and scale.

6. Mathematics, locality, and Quid presence/absence

A further branch of mathematics — ancient in origin — argues that certain mathe-
matical shapes cannot be exactly quantifed. Such ‘irrational numbers’ (for instance
the square root of 2) can be approximated, but no computational procedure can ever
complete their expression in digits. Any computation is an imperfect approximation
to their “irrational” value. But is there any systematic way of distinguishing between
those calculations which lead to a determinate solution, and those that go on for ever?
The 20" century response to this question is ‘no’. The implication is that it is not
possible to construct a systematic method to separate computer programs that give an
output from those that loop around and go on inde£nitely??. The ‘halting problem’, as
it is known in mathematical literature, is insoluble. This means that a whole series of
apparently simple questions about computer programs cannot be recursively solved —
that is, they cannot be systematically analysed and solved for all programs. This can
be presented formally as follows:

19Story told by Ronald Graham to Hoffman (1988:51).

20See Bowker (1994:124).

2IReference to Callon (1998).

22 A computer programme can be treated as a computational procedure.
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THEOREM AND LEGEND 5

Lets us take the list of all computer programs in alphabetical order, call P, the
x!" program on this list?® and let P,(y) be the computation executed by P, with
input y. “We consider the following problems:

a) The problem of deciding, for any x, whether or not P, computes a constant
function.

b) The problem of deciding, for any x and y, whether y is the range of P,.
¢) The problem of deciding, for any X, y, and z, whether P, (y) = z.
d) The problem of deciding, for any x and y, whether P, = P,.

e) The problem of deciding, for any x, whether P, has in£nite range.

f) ...

g) For each £xed x°, the problem of deciding, for any given y, whether y is
in the range of Po.

THEOREM: Problems a), b), ¢), d), and e) are recursively unsolvable. Problem

g) may or may not be recursively unsolvable, depending on the choice of x°.”?*

LEGEND: Calculable mathematical shapes only can be found in specifcally determi-
ned, localized and sparse spaces. Unsolvability (non calculability) confgures much
more ubiquitous and denser regions of mathematical shapes of elusive presence / ab-
sence. ... Calm predictable calculable motions of the will happen only inside rare ca-
refully endured thin networks while violent unpredictable incalculable motions of the
will £11 most part of a dense space-time of possibilities. ... NO UNIVERSAL DECI-
SION PROCEDURE CAN EXIST. EVERY QUESTION MUST BE TREATED AS A
SINGULAR EMPIRICAL ONE.

Mathematics is often identifed with certainty, with what is determined, exact, and
unequivocally decidable®. But this theorem establishes the conditions of possibility of

2In the words of mathematician Ronald Graham: “I was delighted with this world of mathematics.
I was good at it, and mathematics, although not a complete refuge for me, was a world unto itself, a
world that was clear, logical, and self-contained, a world that offered certainty.”. Apud Hoffman, ibid,
p. 149. Donald MacKensie made a beautiful study that shows how this certainty was absent from and
could not be evoked to solve controversies in implementing computer Xoating-point arithmetic, which
were settled by convention in the last decades of the 20*" century (MacKensie, Donald. 1996. Knowing
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aradical indeterminacy for agency. It shows that computable shapes are all localised in
a mathematically restricted space within the universe of the enumerable®. This means
that in the universe of mathematical shapes the world of decidable shapes?’ is rarefed
— that there are many fewer decidable than undecidable shapes. In the 1930s Godel
showed that it is impossible to prove the consistency of any given large mathematical
system. Contradictions may appear at unexpected times and places. He also showed
that the completeness of a set of axioms can only survive in rather restricted spaces;
that any formal system of axioms and rules, if it is large enough to contain arithme-
tic, must contain some statements that are neither provable nor disprovable within the
system.

So what are the implications of this? If, as [ have argued, mathematics is important
in the work of division (£xing of frames) — that is, that it is used as a tool in ordering
the social — then in its 20" century versions it presents us with a challenge. The need,
or at least the possibility, to recognise that particular divisions are uncertain — indeed
refusable. It becomes a tool for thinking what Hetherington (1999:10-11) called the
“possibilities offered by the complexity and refusal of division contained within the
paradoxical spaces of the marked bodies ... marked by female gender, colour, poverty
and subaltern status.” It becomes a tool for refusing particular decidable versions of
the global. The present absence of undecidable shapes may be elusive and deferred?®.

7. Conclusion: Mathematics as a framing tool

I have suggested that the local and the global, like any other entities, are always
enacted in speci£c locations. This means that the local and the global are separated
out, as it were, locally, instance by instance. I have also argued that that general forms
such as the global rest in the provisional enactment of particular similarities. I have
argued that mathematics has become a major, perhaps the dominant, ontological tool
in the labour of division. It has become a major tool in the enactment of the practical
similarities which allow the creation of general entities — including those of the local
and the global. I have also noted that mathematics, like other forms of knowledge, is

Machines — Essays on Technical Change. The MIT Press).

26This universe is extremely rarefed, since its elements correspond bi-univocally to the integer num-
bers. The “real” numbers, for example, are not enumerable and have greater density than the “integer”
numbers. Between 1 and 2, for example, there exists an in£nity of “real” numbers, but most “real” num-
bers are not computable since only an enumerable infnity of them are (like the “rational numbers”).

?7Statements that can be systematically decided to be true or false in £nite time or number of steps.

28 After Godel “2+2=5" became a possibility in an unknown logical system. An odd possibility in-
deed. But Riemann space was odd too. Perhaps Godel’s work suggests mathematical shapes that provide
“an escape from ... the network ... [from] £xing the uncertainties [about heterogeneity and homoge-
neity in a duid world] within a mixture of Euclidean and Cartesian ways of thinking about social space”.
Hetherington (1999:9).
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complicit in, draws from, and contributes to

asymmetrical relations of power. And I have observed that mathematics is
powerful in part because of its plasticity.

So what is the purpose of this exercise? What are the lessons we should draw from
it? No doubt there are various possibilities. However the one that I want to end with
is this: if mathematics is plastic, then it is also more Xexible — it offers us a wider
range of tools — than is sometimes understood to be the case. So if it is an ontological
resource, it is also one that is comes in many forms and may be used in many ways.
This is why I have touched on Ramsay theory and calculability. This is mathematics
as it shifts and moves. As it does different jobs. I want us to be more conscious of the
nature of those jobs.

The arguments from Ramsey theory outlined above suggest that ordering is always
possible if the universe is made large enough. They also tell us that any given order
can be discovered if the universe is large enough. At the same time the arguments
about calculability related to Godel’s theorem reveal the essential indeterminacy of
much calculation. They also reveal the inability to determine calculability in general.
Both of these are resources that tend to press up against the conditions of possibility set
by global/local distinctions as often enacted. In short, they are potentially subversive.
Both, in one way or another, insist on the indeterminacy of particular versions of order,
scale, and the division of labour. Ramsey theory implies that other orders can be made.
And that if the universe gets larger particular orders (more desirable orders?) might be
enacted into being. For instance cyborgs. For instance non-transitive scale relations.
Godel’s theorem and associated work suggests that orders are porous. That in general
they cannot be rendered watertight. That in general any order, any version of the large
and the small, the global and the local, is undecidable, incomplete.

The links between mathematical ontologies and contemporary social theories about
undecidability are obvious. But if mathematics is as important in the making of the
real as I believe it to be, then it is a matter of urgency to make those links explicit.
While it is neither possible nor desirable to escape asymmetries and differences into
a thermodynamic and semiotic grave, I do believe that actors and techniques will be
better equipped to handle the global if we make mathematical metaphors more explicit.
As Deirdre McCloskey (1990:155) has put it, “an explicit metaphor doesn’t bite”.
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A matematica € freqiientemente de£nida como a ciéncia do nimero e da forma,
pelo menos como uma primeira aproximacao. A def£nic¢do proposta faz uma classi£-
cacdo primdria — a matemdtica € uma ciéncia — e, entdo, uma especif£cacio secunddria
— entre as ciéncias, a matemadtica € a que trata de nimero e forma. No entanto, a de£ni-
¢ao das vdrias ciéncias em termos do objeto do seu estudo ndo tem se mostrado muito
ef£caz no caso das ci€ncias naturais e, portanto, ha prima facie razdes para duvidar da
sua e£cdcia no caso da matemdtica. Além do mais, devemos observar que a matema-
tica € tdo radicalmente diferente das ci€ncias naturais, no que se refere 2 maneira em
que valida proposicoes, que € até questiondvel se a matemadtica pode ser classifcada,
em primeiro lugar, como uma ciéncia.

Um dos mais importantes pensadores que rejeitaram a referida concep¢ao da ma-
temadtica foi George Boole (1815-1864). De fato, o sistema algébrico de l6gica desen-
volvido por Boole mostrou claramente que a dlgebra, como uma estrutura matematica,
¢ muito mais que uma mera codifcacio das propriedades dos niimeros.! Mary Boole,
sua esposa, articulou e aprofundou essa nova concep¢ao da matemadtica nos seus es-
critos. Uma das caracteristicas mais interessantes dos escritos de Mary Boole € o uso
intensivo do que ela chama de “pardbolas”, isto €, de analogias. No presente trabalho,
apresentaremos duas “pardbolas” de Mary Boole sobre a natureza da matematica.

2. Um Pouco sobre Mary Boole

Mary Boole nasceu Mary Everest, em 1932 na sul da Inglaterra. Seu pai, Thomas
Roupell Everest, era o pastor do lugarejo (Wickwar), onde ela nasceu, e seguidor do
médico homeopa Samuel Hahnemann. Um dos seus tios era George Everest, o o£cial
inglés cujo nome perdura em Monte Everest. As estérias do tio sobre a India, bem
como os interesses do proprio pai, levaram Mary Boole a se interessar profundamente
por questdes religiosas, especialmente pela “sabedoria oculta” dos hindus e, posteri-
ormente, pela teosofa. Também desenvolveu um interesse profundo na matematica e
desde jovem mostrou muita aptiddo para estudos matematicos.>

Em 1855, Mary Everest casou se com George Boole e se mudou para Cork, na
Irlanda, onde George Boole tinha a posicao de Professor de Matematica na recém fun-
dada Queen’s College (agora University College, Cork). Tiveram um vida conjunta
muito feliz até que George Boole faleceu, em 1864, devido, parcialmente, as ministra-
¢des homeopiticas da sua esposa.’> Mary Boole eventualmente mudou-se para Londres
com as suas cinco £lhas, onde escreveu muitas obras sobre a Educagao Matematica e
teve grande induéncia no Movimento Progressista de Educacao Matematica no inicio

1Veja Sousa e Fossa, neste volume.

Para mais informagio sobre a intolerancia religiosa e a descriminagiio contra mulheres na matema-
tica sofridas por Mary Boole, veja dos Anjos & Fossa (2002).

3Para mais detalhes, veja MacHale (1985).
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do século XX. Faleceu em 1916.

3. A Analogia da Chaleira

Em Philosophy and Fun of Algebra* (ver Boole, 1931), um livrinho paradidético
sobre a dlgebra, Mary Boole afrmou explicitamente que a dlgebra ndo € uma ciéncia
de numeros:

Many people think that it is impossible to make Algebra about anything except
number. This is a complete mistake. We make an Algebra whenever we arrange facts
that we know round a centre which is a statement of what it is that we want to know
and do not know; and then proceed to deal logically with all the statements, including
the statement of our own ignorance.’ (Boole, 1931, p. 1233.)

Queremos voltar a nossa atenc@o aqui para a sua caracteriza¢do do conhecimento
matematico. Para tanto, Boole relata uma estoria sobre duas criancas pequenas. A
primeira, quando vé uma chaleira, £ca alegre e quer brincar com a crianga redetida na
sua superficie metdlica. A segunda, em contraste, chora sem parar até que a chaleira
seja removida. As duas criangas, observou Boole, aprenderam pela experiéncia: a
primeira ja havia brincado com chaleiras frias e, assim, aprendeu que chaleiras sao
otimos brinquedos; a segunda havia tocado numa chaleira quente e, assim, aprendeu
que chaleiras sdo coisas perigosas. No entanto, as duas ndo podem ter razao porque as
suas conclusdes sao contraditdrias.

Parece que a moral da estéria € que o conhecimento matematico nao € conheci-
mento empirico. De fato, é parcialmente isto. Conhecimento empirico € sempre, para
Boole, conhecimento inseguro, que d4 margem a interpretacdes diferentes (e até opos-
tas!). Em contraste, o conhecimento matemdtico é seguro e, portanto, dnico. No en-
tanto, isto ndo € a estéria completa, pois o objeto do conhecimento, no caso relatado, é
uma questdo empirica sobre a temperatura da chaleira! A matemdtica nio resolve esta
questdo. Mesmo assim, a matemadtica nos diz que a imagem visual da chaleira nédo é
uma condicao sufciente para determinar a temperatura da mesma. Isto, segundo Bo-
ole, ndo € uma questdo empirica, embora seja ocasionada por uma situacao empirica.
E uma questio de uma relagdo entre o eu cognoscente, as propriedades empiricas do
objeto dado na apreensdo e a consciéncia do eu sobre o que € dado pelo modo de apre-
ensdao empregado naquela ocasido. Assim, 0 pensamento matematico, neste caso, nao
determina a temperatura da chaleira, mas identi£ca os limites do nosso conhecimento

4A Filosofa e a Alegria da Algebra. Veja Boole (em preparacio).

5“Muitas pessoas pensam que é impossivel fazer Algebra com qualquer coisa exceto nimeros. Isto
é um completo engano. Fazemos uma Algebra sempre que organizamos os fatos que conhecemos em
torno de um ponto central, o qual é a afrmacdo que queremos conhecer, mas que ndo conhecemos; e
entdo procedemos a lidar logicamente com todas essas afrmacdes, incluindo a da nossa prépria igno-
rancia.” [Traducdo de dos Anjos e Fossa.]
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e dita o tipo de investigacdo que deve ser feita para determinar a resposta.

Como o referido livro tinha sido escrito para criangas, Boole ndo podia ali eliciar
todas as implicagdes da analogia. Assim, voltaremos a nossa aten¢ao agora para outra
analogia em que as implica¢Oes sao discutidas mais sistematicamente.

4. A Analogia da Escada

Em Mathematical Psychology of Gratry and Boole (veja Boole, 1931), Mary Boole
analisou o conhecimento matemaético. Ela citou um longo trecho de uma obra, Laws
of Thought, do seu marido, da qual destacamos o seguinte trecho:

On the other hand, the knowledge of the laws of mind does not require as its basis
any extensive collection of observations. The general truth is seen in the particular
instance, and it is not confrmed by the repetition of instances ... the perception of such
general truths is not derived from an induction from many instances, but is involved in
the clear apprehension of a single instance.® (Boole, 1931, p. 701.)

Mas, devemos perguntar como € possivel que o conhecimento de uma verdade
geral seja ocasionado por uma experi€éncia empirica. Uma resposta ja havia sido dada
por Immanuel Kant:

Wenn aber gleich alle unsere Erkenntnis mit der Erfahrung abhebt, so entspringt sie
darum doch nicht eben alle aus der Erfahrung. Denn es konnte wohl sein, dass selbst
unsere Erfahrungserkenntnis ein Zusammengesetztes aus dem sei, was wir durch Ein-
driicke empfangen, und dem, was unser eigenes Erkenntnisvermogen (durch sinnliche
Eindriicke bloss veranlasst,) aus sich selbst hergibt ...” (Kant, 1970 [originalmente,
1787], p. 50.)

De fato, tanto George Boole, quanto Mary Boole, freqlientemente parecem ter sido
induenciados por Kant. Mary Boole, por exemplo, reafrmou a tese kantiana de que as
proposicdes matematicas ndo sdo analiticas, nem a posteriori. Como evidéncia neste
sentido, alegou que fazer 2481749 x 365 envolve mais do que a ldgica e certamente
ndo € o resultado de conhecimento empirico.

Na mesma obra, Mary Boole perguntou o que aconteceria se aos habitantes de
Marte fosse dados uma escada. A tunica informagdo adicional que receberiam é que
se tratava de um objeto usado pelos seres inteligentes da Terra para obter frutas que

“Por outro lado, conhecimento das leis da mente néio requer, como sua base, qualquer grande quan-
tia de observacdes. A verdade universal € vista na instancia particular, e [a verdade universal] ndo é
confrmada pela repeticdo de instincias ... a percep¢do de tais verdades universais ndo origina de uma
indugdo de vdrias instancias, mas da apreensio clara de uma tnica instincia.”[Traduc¢do do autor.]

7*“Mesmo que toda o nosso conhecimento é retirado da experiéncia, isto nio signifca que todo o
conhecimento origina da experiéncia. Pois, € bem possivel que mesmo o nosso conhecimento empirico
seja um composto de que recebemos através de impressdes sensoriais e de que a nossa propria facul-
dade de conhecimento apresenta para si mesma, (impressdes empiricas sendo apenas a ocasido [dessa
apresentacdo]].” [Traducdo do autor.]
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estdo fora do seu alcance. Ela entdo relatou algumas das hip6teses que os marcianos
poderiam inventar para explicar o funcionamento da escada, partindo da idéia de que a
escada € de alguma forma relacionada a natureza das frutas a serem colhidas. Eventu-
almente, porém, chegam a conclusio de que a escada ndo € relacionada as frutas, mas
as necessidades da anatomia humana. O mesmo acontece com a matematica:

The science of mathematics is an intellectual ladder. The rather usual assumption
that it is a “science of number, size, and form” is as erroneous as would be the assump-
tion that a ladder is an instrument specially adapted to draw cherries from their natural
level.® (Boole, 1931, p. 695.)

A matematica é, para Mary Boole, um instrumento para a consecu¢do de novas
verdades através da apuragao de momentos fugidios de inspiracdo. Isto acontece de
duas formas. Primeiro, a mente recebe intui¢des quando € preparada através do pensa-
mento matemadtico. Segundo, a matematica faz uma “accurate distinction between the
sane inspirations of genius and its aberrations™ (Boole, 1931, p. 704).

5. Conclusao

Embora a concep¢ao da matemadtica de Mary Boole tenha um certo parentesco com
as idéias kantianas sobre a natureza desta disciplina, o papel que atribui a intui¢do é
mais parecido com o de ndesis no pensamento de Platdo. No entanto, para Platdo, a
dialética, ndo a matemadtica, prepara a alma para o momento da inspiragdo. Isso pode
indicar que a inuéncia platonica sobre Mary Boole era indireta. De fato, possuia uma
compreensdo do teosof£smo e outras doutrinas semelhantes que, por sua vez, eram
inctuenciadas pelo platonismo. '

8“A ciéncia da matemdtica é uma escada intelectual. A hipétese usual de que [a matemdtica] é uma
"ciéncia de nimero, tamanho e forma’ € tdo errdnea quanto a hipdtese de que a escada € um instrumento
especialmente adequado para puxar cerejas do seu nivel natural [nas alturas das arvores].” [ Tradugdo
do autor.]

“distingdo exata entre as inspiracdes do génio e suas aberracdes” [Traducio do autor.]

10Agradeco a dois revisores andnimos cujas sugestdes sobre a corre¢io gramatical do texto contri-
buiram para o melhoramento do mesmo.
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1. Introducao

George Boole nasceu no dia 02 de novembro de 1815 na cidade inglesa de Lin-
coln. Foi o primogénito de uma familia humildade mas respeitada na comunidade.
Comecou sua instrucao estudando latim com a ajuda de um livreiro amigo de seu pai.
Sem auxilio externo, seguiu para o grego, francés, italiano e por £m, o alemao (Mac-
Farlane, 1916, p. 51). Foi introduzido por seu pai aos rudimentos da matematica e
experimentou a constru¢do de instrumentos como cameras, caleidoscopios, telesco-
pios, microscopios e um reldgio de sol. Por razdes econdmicas, Boole teve de encerrar
seus estudos escolares aos 17 anos, mas continuou a estudar como autodidata.

Aos 19 anos Boole tomou algumas decisdes importantes como envolver-se com
questdes sociais e abrir sua propria escola (em sua terra natal) onde pode aplicar com
mais liberdade suas idéias e concepgdes sobre educacdo (MacHale, 1985, p. 20 e
30). A partir de entdo, passou também a produzir diversos artigos que contemplam
areas diversas como equagdes diferenciais, teoria da probabilidade, teoria de invarian-
tes, teoria de operadores, 16gica matemadtica e outros. Destas pesquisas surgiram os
seguintes quatro livros: The Mathematical Analysis of Logic (1847), An Investigation
of the Laws of Thought (1854), considerado sua obra prima, Differential Equations
(1859) e Finite Differences (1860). No ano de 1849, foi apontado para a cadeira de
matematica no Queen’s College em Cork onde permaneceu até sua morte no dia 08 de
dezembro de 1864.

Segundo Kneale & Kneale (1980, p. 410), a maior contribui¢cdo de Boole a mate-
matica foi a renovacao da légica a partir da sua ruptura com a tradi¢do aristotélica. De
fato, Boole foi o primeiro a desenvolver um sistema formal que havia vérias interpreta-
coes. Desta forma, a dlgebra foi vista, pela primeira vez, ndo como a mera sistematiza-
¢do da aritmética, mas como uma estrutura independente. Houve duas conseqiiéncias.
Em primeiro lugar, a dlgebra foi libertada da aritmética e estruturas algébricas que
nao obedeciam as leis da aritmética se tornaram contemplaveis. Em segundo lugar, o
proprio conceito da matematica deixou de ser a ciéncia de nimeros e formas para ser
uma ciéncia de relagdes.! George Boole era muito consciente da sua inovagdo e se
comparava com Newton e Grosseteste, dois estudiosos que nasceram na mesma regiao
da Inglaterra que Boole. No que segue, investigaremos a comparacao de Boole com
Newton e Grosseteste, bem como o matematico grego Eudoxo.

2. Newton, Grosseteste e Boole

Sir Isaac Newton nasceu no dia 04 de janeiro de 1643 em Woolsthorpe, localizada
no estado inglés de Lincolnshire. Estudou em Trinity College, Cambridge, onde a
instru¢do era dominada pela £loso£a aristotélica. Mesmo assim, ele quebrou com esta

'Veja Fossa (neste volume).
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tradicdo e desenvolveu idéias revoluciondrias em relagdo a matematica, Optica, fisica e
astronomia. Obteve a posi¢do de Lacasian Professor de Cambridge, onde desenvolveu
sua teoria de gravitacdo universal. Tornou-se diretor da Royal Mint em 1696 e, em
1703, foi eleito presidente da Royal Society, permanecendo no posto até sua morte em
margo de 1727.

Robert Grosseteste nasceu em 1168 na cidade de Suffork. Estudou na universidade
de Oxford, assumiu algumas posicdes eclesidsticas e eventualmente tornou-se bispo de
Lincoln, onde £cou até seu falecimento em outubro de 1253. Fez investigacdes sobre
geometria, Optica e astronomia. Assim, Grosseteste fez inovagdes para o campo da
fisica a partir de estudos matemadticos. No entanto, suas inova¢des ndo foram muito
apreciadas pelos seus contemporaneos.

George Boole teve muito orgulho da sua cidade natal de Lincoln e dos homens fa-
mosos desta cidade. O homem mais celebre da regido foi [saac Newton e, desde jovem,
Boole teve muito respeito por este grande cientista. De fato, uma das suas primeiras
publica¢des foi uma palestra que proferiu sobre Newton. A referida palestra € interes-
sante porque nao € um mero elogio a Newton e a sua obra, mas uma anélise penetrante
tanto das suas inovagdes, quanto das suas falhas. Seja isto como foi, € claro que Boole
tinha muito estima para com Newton e apreciava a maneira como Newton havia en-
frentado a autoridade da doutrina aristotélica para estabelecer uma teoria inovadora no
campo da fisica. Da mesma forma, Boole apreciava muito o trabalho de Grosseteste
por razdes semelhantes. Embora nao um nativo de Lincolnshire, Grosseteste foi bispo
de Lincoln por muitos anos e o orgulho que Boole tinha de sua cidade ja o atraia a
Grosseteste. Além disto, Grosseteste também enfrentou a autoridade aristotélica nas
ciéncias fisicas para defender o método indutivo nas ciéncias. Em 1853, Boole fez
uma palestra sobre Grosseteste, em que descreveu um trabalho esquecido deste cien-
tista. Segundo Boole, Grosseteste havia, no referido trabalho, antecipado o importante
Principle of Least Action. Como ja relacionamos, Boole era muito ciente da maneira
como ele proprio precisava enfrentar a autoridade aristotélica no campo de l6gica para
efetuar as suas inovacdes. Assim, ele certamente viu e apreciava os paralelos entre os
trés inovadores: Grosseteste, Newton e Boole!

Desmond MacHale, um dos bidgrafos de Boole, sugere que

it is interesting to speculate on whether Boole was attempting to bring
about the same changes in mathematics and logic that Grosseteste brought
about in physical science? (MacHale, 1985, p. 120).

Como ja vimos, Boole certamente avaliou o seu proprio trabalho da forma indicado
por MacHale, ndo somente em relagdo a Grosseteste, mas também em relacdo a New-
ton. No entanto, é quase tdo certo que a sugestdo de MacHale ndo foi a motivagcdo
das suas inovagoes — isto €, ele ndo estava, no desenvolvimento da sua teoria 1dgica,
tentando imitar o feito de Newton e de Grosseteste. Em primeiro lugar, seu primeiro

2¢¢ interessante especular sobre a possibilidade de que Boole estava tentando efetuar as mesmas

mudangas na matemadtica que Grosseteste havia efetuado nas ciéncias fisicas.” [Traducdo dos autores.]



76

Anais do II HTEM

livro sobre a l6gica, The Mathematical Analysis of Logic, que ja continha suas idéias
inovadoras sobre esta disciplina, foi publicado em 1847, muito anterior de ter ele des-
coberto Grosseteste. Além disto, Mary Boole testemunhou® que George Boole havia
descoberto, num Xash de intui¢cdo, as suas idéias sobre a ldgica quando ainda muito
jovem. No entanto, sempre ocupado com outras assuntos, nao as publicou para muitos
anos.

3. Boole e Eudoxo

Apesar dos paralelos que o préprio Boole via com Grosseteste e Newton, quere-
mos voltar a nossa aten¢do agora para um paralelo entre o trabalho de Boole e o de
Eudoxo (408-355 a.C.). Eudoxo, contemporaneo de Platdo e membro da Academia,
foi um matematico da tradi¢do pitagérica e trabalhou no problema da duplica¢do do
cubo e na proto-integracdo grega através do método de exaustdo. Sua maior contribui-
¢do a matemadtica, porém, foi a sua teoria da propor¢do, que se encontra no Livro V
d’Os Elementos de Euclides. A teoria anterior, a dos pitagéricos (encontrada no Livro
VII d’Os Elementos), era baseada na existéncia de apenas nimeros inteiros positivos.
No entanto, a descoberta da incomensurabilidade pela segunda geracdo dos pitagori-
cos ndo somente revelou uma nova realidade matematica, mas mostrou que os velhos
métodos de demonstrac@o eram inadequados, pois ndo lidava com esta nova realidade.

A teoria de propor¢do de Eudoxo resolveu exatamente este problema. Através de
uma rede£nicdo dos conceitos de “razao” e “propor¢cdo”, bem como uma nova de£-
nicdo de “quantidades na mesma propor¢ao”, a teoria de Eudoxo permitiu aos mate-
maticos atribuir sentido a esta nova realidade matemadtica e inclui-la nas suas teorias.
Do ponto de visto moderno, a teoria de Eudoxo permitiu a ampliacdo do conceito de
ndmero para incluir ndo somente os nlimeros naturais e racionais (positivos), mas tam-
bém os irracionais (positivos).* De fato, a teoria de Boole fez exatamente a mesma
coisa com relagdo a dlgebra. Antes de Boole, a dlgebra era vista como uma maneira
conveniente de sistematizar as propriedades mais importantes dos numeros; isto €, a
algebra era nada mais do que a estrutura dos nimeros. O trabalho de Boole, porém,
revelou que hé outras realidades algébricas além da dos nimeros. Isto €, hd outras es-
truturas matematicas, diferentes da estrutura dos nimeros. Assim, o trabalho de Boole
ampliou o conceito de “dlgebra” da mesma forma como o trabalho de Eudoxo havia
ampliado o conceito de “nimero”. Por esta razdo, o segundo autor deste trabalho, tem
se referido a Boole como “o Eudoxo do século XIX”.3

SEm Home-Side of a Scientifc Mind; veja Boole (1931).

“4Para mais detalhes sobre a teoria de propor¢io de Eudoxo e sua importancia histérica, veja Fossa e
Erickson, “The Divided Line and the Golden Mean”, (em preparacdo).

3John A. Fossa, “George Boole: O Eudoxo do Século XIX”: apresentagio na I Semana de Matema-
tica da UERN. Mossoré (RN). 20-24 de outubro de 2003. Nao publicada.
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Giselle C. de Sousa e John A. Fossa

4. Conclusao

O bidgrafo grego Plutarco (50?7 - 120?) escreveu uma grande obra em que colocou
as vidas de gregos eminentes lado ao lado com as de romanos eminentes, notando os
paralelos entre as biografas de cada par selecionado. Interessantemente, George Bo-
ole também notou vdrios paralelos entre seu proprio trabalho cientifco e o de Robert
Grosseteste e de Isaac Newton. A observacdo de Boole parece ser o resultado da ana-
lise do seu proprio trabalho e uma avaliacdo critica dos de Grosseteste e de Newton.
Isto implica que Boole tinha de fazer as suas inovag¢des primeiro e somente depois per-
ceber as relacdes que o mesmo tem com as inovagdes dos seus ilustres predecessores.
Embora a comparagdo implicque que Boole foi bastante consciente da importancia da
sua contribui¢do a matemadtica, ndo parece ser uma atitude de auto-engrandecimento
da parte de Boole. Antes, parece uma tentativa de enaltecer a sua querida cidade natal,
Lincoln.

Parece-nos, porém, que ha paralelos muito mais fortes ente o trabalho cientifco
de Boole e o de Eudoxo — mesmo observando que Eudoxo ndo teve relagdo notdvel
alguma com a cidade de Lincoln! A maneira em que Eudoxo expandiu o conceito
de “ndmero” é exatamente paralela a maneira em que Boole expandiu o conceito de
“algebra”. Ainda mais, os dois momentos historicos citados fazem parte do mesmo
processo de generalizacdo nesta subarea da matematica.®

 Agradecamos a um revisor andnimo cujas sugestdes sobre a correcio gramatical do texto contri-
buiram para o melhoramento do mesmo.
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Resumo O presente trabalho analisa alguns aspectos da Teoria dos Nimeros de
Peter Barlow, escrito no inicio o século XIX. A comparagdo do texto de Barlow com
textos modernos revela que hd uma inatencdo nos textos modernos em levar o aluno a
apreciagdo da profundidade de certos resultados e ainda mostra como remediar esta
falha.
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Abstract The present work analyses some aspects of Peter Barlow’s 19th century
tract, Theory of Numbers. A comparison of Barlow’s book with modern textbooks
reveals that the modern textbooks do not pay enough attention to the relative profundity
of the results they present. Barlow’s work also shows how this Xaw can be remedied.

Key Words History of Mathematics;, Mathematics Education; Mathematics in
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1. Introducao

A Teoria dos Numeros desenvolveu-se continuamente no estilo pitagérico de Pit4-
goras até Diofanto.! A partir deste ponto, porém, a continuidade da tradicdo se torna
mais ténue. No século XVII, o matematico francés Pierre de Fermat obteve uma cépia
da Aritmética de Diofanto e retomou alguns dos problemas pitagdricos, embora com
alguns métodos novos. Seu interesse neste ramo da matematica ndo foi muito com-
partilhado por seus contemporaneos. De fato, propds a Blaise Pascal uma colaboragdo
para escrever um tratado sobre o assunto, mas este recusou (ver Weil, 2001, p. 2). Foi
somente no século seguinte que o estudo da Teoria dos Niimeros ressurgiria e tomaria
praticamente seu formato atual com as investiga¢des de Euler, Lagrange, Legendre, e
Gauss. Segundo Howard Eves (1995, p. 488), o Essai sur la Théorie des Nombres,
publicado por Adrien-Marie Legendre em dois volumes em 1797 e 1798, foi o pri-
meiro tratado sistemético e exclusivo da moderna Teoria dos Nimeros. Pouco depois,
em 1801, Gauss publicou as Disquisitiones Arithmeticae, um trabalho de importancia
fundamental para a Teoria dos Nimeros.

Nesta época, na Inglaterra, surgiram apenas artigos esporddicos sobre a Teoria dos
Numeros, quase todos aparecendo em jornais semi-populares. De fato, a Inglaterra
estava bastante isolada, tanto politicamente quanto cientifcamente, da Europa nao-
insular. Assim, foi s6 em 1811 que Peter Barlow publicou o primeiro tratado sistema-
tico da Teoria dos Numeros na lingua inglesa, intitulado An Elementary Investigation
of the Theory of Numbers. Nesta obra, Barlow explicitamente tentou apresentar a co-
munidade inglesa os importantes resultados de Euler, Lagrange, Legendre e Gauss.

2. Um Pouco da Vida e Obra de Peter Barlow

Peter Barlow nasceu em 15 de outubro de 1776 em Norwich, Inglaterra. Escre-
veu vérios artigos matematicos, entre os quais hd muitos sobre topicos da Teoria dos
Numeros, para almanaques e revistas. Estes artigos chamaram a aten¢do do editor do
almanaque Ladies’ Diary e, através do interesse deste, Barlow, em 1801, foi nomeado
o primeiro professor assistente da Royal Military Academy, Woolwich, onde £caria
até o £nal de sua vida pro£ssional.

Como ja vimos, Barlow publicou An Elementary Investigation of the Theory of
Numbers em 1811. Pouco tempo depois, em 1814, publicou A New Mathematical and
Philosophical Dictionary, bem como New Mathematical Tables. Este foi altamente
apreciado pela sua utilidade e exatidao, e foi muitas vezes republicado. Em 1817,
publicou um livro direcionado aos construtores civis, cuja £nalidade era descrever as

'Para mais detalhes sobre a histéria da Teoria dos Niimeros, veja Fossa (no prelo).
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atividades e experiéncias com madeira realizadas na Academia Militar. Por volta de
1819, comecou a trabalhar com magnetismo, investigando a divergéncia em bussolas
navais, devida a presenca de grandes quantidades de ferro nas novas embarcacdes. A
sua solugdo deste problema foi reconhecida pelo recebimento da Medalha de Cowley,
o prémio mais prestigioso da Royal Society.

Barlow também se dedicou a pesquisas relacionadas a dptica, tendo por objetivo
corrigir a aberragdo cromatica de lentes usadas em telescopios. Inventou um novo tipo
de lente que € ainda usado, sendo conhecido hoje como lentes de Barlow. Peter Barlow
também foi muito ativo nas pesquisas sobre locomogao a vapor e pontes de suspensao
e ainda participou vérias vezes da comissdo de estradas de ferro da Inglaterra. Faleceu
em 1° de marco de 1862, em Woolwich.

3. Consideracoes sobre a Abordagem de Barlow para
a Teoria dos Numeros

Nao € nosso proposito fazer aqui um resumo sistematico do contetido do livro de
Barlow sobre a Teoria dos Nimeros?. Antes, queremos apresentar uma amostra desta
obra e compara-la com a pedagogia usual da Teoria dos Numeros dos nossos cursos
universitarios de hoje em dia. Para tanto, nos limitaremos a analisar a abordagem que
Barlow fez da teoria da divisibilidade e questdes a£ns.

A maneira usual de iniciar o estudo da divisibilidade de nimeros inteiros é de£-
nir “a divide b” como “existe um inteiro k, tal que b=ka”. Barlow nao utilizou esta
de£nicdo, mas de£niu “fatores” como nimeros que produzem um outro nimero por
multiplicacdo. “Divisor” ndo foi de£nido, mas € subentendido que um divisor é um fa-
tor. Aceitou, como um axioma explicito, que, se a < b, b ndo pode ser um divisor de a.
Assim, quando Barlow precisava afrmar que “a divide b,” ele expressava isto por dizer
que “b/a = k, um inteiro”, e depois multiplicava por a para obter b=ak. Claramente, o
procedimento de Barlow € equivalente ao procedimento moderno.

Os primeiros cinco teoremas (e varios coroldrios) abordam em muito detalhe as o-
peracdes aritméticas sobre nimeros pares e impares. Esses resultados geralmente ndo
sdo abordados em textos modernos, pelo menos ao mesmo nivel de detalhamento, nem
como exercicios. A Proposicdo VI mostra que um divisor de dois nimeros € também
divisor de qualquer combinacao linear deles. No entanto, Barlow nao utilizou essa ter-
minologia, usando, no seu lugar, “multiplos” desses niimeros. Na demonstragdo, usou
a soma de fracdes, mas a esséncia da demonstracao ¢ a mesma da abordagem moderna:
o fechamento dos inteiros sobre as operagdes de soma e diferenca. Em seguida, Bar-
low apresentou vdérios fatos relacionados a nimeros primos entre si. Curiosamente,
usou o termo “incomensurabilidade” para referir-se a esse conceito. Ha precedentes

ZPara tanto, veja dos Anjos e Fossa (no prelo).
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historicos para esta terminologia. Mesmo assim, no seu A New Mathematical and
Philosophical Dictionary, Barlow distinguiu entre a incomensurabilidade entre linhas
(nenhuma medida em comum) e incomensurabilidade entre nimeros (nenhum divisor
maior do que 1 em comum). O elo entre os dois conceitos € a linguagem euclidiana de
“medida” para “divisor”, que Barlow usou com freqiiéncia. O algoritmo da divisdo é
tratado como um corolério do caso do mesmo algoritmo tendo o quociente primo com
o dividendo. Conseqiientemente, o resultado cabe nitidamente na seqiiéncia de teore-
mas tratando de nimeros primos entre si, mas ndo dd a devida énfase ao algoritmo da
divisdo como um resultado de fundamental importancia.

O Teorema Fundamental da Aritmética ndo € formulado nem demonstrado com
cuidado (tanto para a existéncia, quanto para a unicidade). Mesmo assim, é usado
nas de£ni¢des de MDC (Maximo Divisor Comum) e MMC (Minimo Miiltiplo Co-
mum). Em seguida, alguns fatos sobre a divisibilidade de nimeros quadrados sdao
apresentados usando o Teorema Fundamental. A vantagem desse procedimento é que
ele evidencia, para o leitor, a importancia e a utilidade do Teorema Fundamental, sem
necessidade de tentativas de convencimento de sua parte. Muitos livros modernos ten-
dem a apresentar o Teorema Fundamental seguido de aplicagdes triviais, ou passando
rapidamente para outros assuntos, sem explorar adequadamente esse resultado. Em
conseqiiéncia, o aluno freqiientemente nao compreende por que o Teorema é chamado
de Fundamental!

Esse relato parece sufciente para tornar plausiveis algumas conclusdes. Assim,
Barlow tende a apresentar muito mais detalhes sobre aspectos da Teoria dos Nimeros
que os escritores modernos. Esses detalhes sdo muitas vezes resultados substanciais e
dao uma organicidade agraddvel a sua obra. No entanto, pelo menos pelos padroes de
hoje, parece que, para Barlow, todos os teoremas t€ém o mesmo valor. Isto €, ele ndo
parece ter uma apreciacdo do fato de que certos resultados sdo mais profundos do que
outros e, portanto, merecem um destaque maior. A grande excecdo € a supramenci-
onada maneira de real¢ar o Teorema Fundamental. A linguagem de Barlow, embora
um pouco antiquada e inapropriadamente colorida por uma terminologia geométrica,
€ muito agradavel e o leitor geralmente é conduzido com muita habilidade através do
texto. Ha, porém, momentos em que essa linguagem deixa de ter a precisdo deseja-
vel numa obra deste tipo. O mesmo acontece com as demonstracdes; geralmente sdao
claras e freqiientemente equivalentes as demonstragdes modernas. Ha, porém, alguns
poucos erros, ndo discutidos neste trabalho, por ndo ser esse nosso objetivo.

Podemos observar que hd alguns pontos no texto em que Barlow deixa entrever
suas proprias conviccdes sobre alguns assuntos. Por exemplo, € curiosa a seguinte
passagem da pagina 43:

Euler ascertained, that 23!-1=2147483647 is a prime number; and this
is the greatest at present known to be such, and, consequentely, the last
of the above perfect numbers [23°(231-1)=2305843008139952128, dado
no pardgrafo anterior do texto de Barlow], which depends upon this, is
the greatest perfect number known at present, and probably the greatest
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that ever will be discovered; for, as they are merely curious without being
useful, it is not likely that any person will attempt to £nd one beyond it.>

O que, entdo, levou este construtor de pontes e vias rodovidrias a se interessar na Teoria
de Numeros — uma parte da matemdtica notoriamente isenta de aplicacdes praticas — a
ponto de escrever um tratado de mais de 500 paginas sobre o assunto? No momento, s6
podemos especular. E muito provavel que Barlow pensava que o estudo da Teoria dos
Numeros seria um bom treinamento para a mente e, portanto, teria alguma utilidade
pratica, embora nao em aplicacdes diretas. Além disto, € perfeitamente provavel que
a sua intenc¢do fosse a de preparar um lugar de destaque para a Inglaterra neste campo
de investigacdo que até entdo era restrito a Europa ndo-insular.

4. Consideracoes Finais

Uma leitura da obra de Barlow pode ajudar a mostrar uma possivel falha — pouca
notada na literatura especializada — da atual pedagogia da matemadtica e a0 mesmo
tempo nos mostra como isto pode ser trabalhado. Referimos-nos a desatengdao sobre
a profundidade dos resultados apresentados nos textos. O procedimento de Barlow
referente ao Teorema Fundamental da Aritmética parece ser adequado para levar o
aluno a uma apreciagdo maior destes resultados. Isso €, os teoremas fundamentais
devem ser explorados para obter outros resultados substanciais em vdrias subdreas
relacionadas a do teorema. Isso pode ser feito tanto dentro do préprio texto, quanto
dentro dos exercicios.*

3“Euler mostrou que 231.1=2147483647 é um nimero primo; é o maior atualmente conhecido e,
em conseqiiéncia, o ultimo dos nimeros perfeitos acima mencionados, que depende desse, é o maior
nimero perfeito atualmente conhecido, e provavelmente o maior a ser descoberto; pois, como sdo meras
curiosidades sem ser Uteis, ndo é muito provavel que alguém tentard achar um maior.” [Traducdo dos
autores. |

4Agradecamos a dois revisores andnimos cujas sugestdes sobre a corre¢io gramatical do texto con-
tribuiram para o melhoramento do mesmo.
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Resumo  Esta pesquisa procurou analisar em que aspectos a formagdo do
professor de matemdtica tem contribuido ou ndo para a utilizacdo de tecnologias da
informagdo e comunicacdo na sua prdtica docente. De modo geral os resultados mos-
traram que a formacdo dos professores de matemdtica pesquisados pouco tem con-
tribuido para a renovacdo de suas prdticas e desenvolvimento de um trabalho mais
integrado, condizente com a sociedade informacional na qual estamos inseridos.
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municagdo, Desenvolvimento do Pensar Matemdtico, Transposicdo Diddtica.

Abstract This research tried to analyze in what aspects the initial and continu-
ous mathematics teacher education has contributed or not for the use of information
and communication technologies in the teaching practice. In general, the results had
shown that the initial and continuous teacher education of mathematics teachers rese-
arched contributed shortly for the innovation of their teaching practices and the deve-
lopment of a work more integrated and in accordance with the informational society
in which we are inserted.

Key-words [Informational Society; Information and Communication Technolo-
gies; Development of Mathematics Thinking;, Knowledge Transposition.

'Este texto descreve idéias de um estudo que constituiu a dissertacio de Mestrado da autora, intitu-
lada “O pensar matemdtico e as novas tecnologias da informacio e comunicag¢io: desafos ou oportuni-
dades a pratica do professor”, apresentada na Universidade Federal do Espirito Santo em julho de 2003
e orientada pelas professoras Dra. Ligia Arantes Sad e Dra. Vania Maria Pereira dos Santos-Wagner.
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1. Introducao

Diversos socidlogos, entre eles Castells (2000) e Tedesco (2001), dizem que es-
tamos vivendo uma revolucdo, uma transforma¢do na forma de organizag¢do social,

29 &6

econdmica e politica. “Sociedade da informacdo”, “sociedade p6s-industrial”, “socie-
dade do conhecimento”, “terceira onda”, sdo apenas algumas das expressoes utilizadas
para de£nir essa nova estrutura social. Alvin Tofer na década de 70 jd chamava a aten-
¢do para essa revolugdo social e mencionava sua preocupagdo com uma educacido mais
voltada para a diversidade e para a Hexibilidade. O fato € que essa nova estrutura é
fortemente apoiada nas tecnologias da informagdo e comunicagdo (TICs).

Segundo Castells (2000), a sociedade informacional esta caracterizada pelo “para-
digma tecnoldgico”. Que possui as seguintes caracteristicas: informa¢do como matéria-
prima — a tecnologia age sobre a informag¢do e ndo ao contrdrio, como nas revolucoes
tecnoldgicas anteriores; penetrabilidade dos efeitos das novas tecnologias — processos
passam a ser moldados e ndo determinados pelo novo meio; l6gica das redes — es-
trutura o ndo estruturado; Xexibilidade de processos e organizacdes — a rede possui a
capacidade de reconfgurar-se a todo 0 momento e convergéncia para um sistema alta-
mente integrado — no qual conexdes cada vez mais diversi£cadas se integram em uma
mesma rede.

Esse mundo em transformacdo, requer novos parametros defnidores de compe-
téncias pro£ssionais, que apontam segundo Tedesco (2001), trés tipos de servigos: os
rotineiros, os pessoais e os servicos simbolicos. Nesta pesquisa nos atemos a esse
ultimo servigo.

[...]servicos simbdlicos|...] aqueles que se referem aos trés grandes tipos de ati-
vidade que se realizam nas empresas de alta tecnologia: identifcacdo de problemas,
solucdo de problemas e defnicdo de estratégias. Nesse grupo incluem-se os proje-
tistas, os engenheiros,[...] os advogados, etc... o exercicio de sua atividade implica
o desenvolvimento de quatro capacidades bdsicas: a abstracdo, o pensamento sisté-
mico?, a experimentacdo e a capacidade de trabalhar em equipe (TEDESCO, 2001, p.
47-48).

As capacidades a que Tedesco se refere, nos parecem fortemente apoiadas na mate-
matica, uma vez que Dreyfus (1991), nos diz que a abstragdo esté ligada aos processos
de representacdo, generalizacdo e sintese. Esses ocorrem em algum nivel do pensar
matematico, bem como na resolu¢do de problemas nio triviais, fortemente apoiada na
redexao, que é um metaprocesso importante do pensar matematico.

Percebemos entdo a matemdtica como uma das ciéncias bdsicas da informadtica e
das telecomunicag¢des que juntas produzem todo avanco tecnolégico, permitindo novas

ZPensamento sistémico, segundo Tedesco (2001), é o pensamento para além dos enfoques “discipli-
nares” que dividem a realidade. Requer a compreensao de processos pelos quais as diferentes partes da
realidade se interconectam.
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formas de comunicagio e de obtenc¢ao da informacao. Desse modo, vemos o desenvol-
vimento do pensar matemético como “pano de fundo”, contribuindo para todas essas
transformacdes. Entdo £camos nos questionando: em que aspectos a formacao do
professor de matematica, tem contribuido ou nao para a utilizacio de TICs na
sua pratica docente?

2. Hipoétese de Trabalho

A hipdétese de trabalho na qual inicialmente nos apoiamos era de que o professor
de matemadtica por ter dominio das estruturas, teria mais facilidade para compreender
e consequentemente usar a tecnologia de forma mais e£caz em sua prética docente,
construindo e contribuindo dessa forma para o conhecimento necessario a sociedade
informacional.

3. Justifcativa

A informdtica, como ferramenta de auxilio para o entendimento de questdes ma-
temdticas, é um assunto bastante discutido e pesquisado. E sabido da utilizagio de
computadores para demonstra¢ido de questdes matematicas dificeis de serem visuali-
zadas e/ou calculadas. Chegar ao pensamento dedutivo a partir do concreto tem sido
amplamente discutido e sabemos de sua importancia para a constru¢do do conheci-
mento. Entretanto, acreditamos nos fundamentos ndo como verdades acabadas, mas
como parte de um processo continuo de construgdo, desconstrugdo e reconstru¢cdo, em
que a matemadtica, a educacdo matemadtica e a histéria da matemaética, possam tam-
bém contribuir para ajudar professores a trabalharem melhor questdes relacionadas a
informatica. O pensamento abstrato, o raciocinio 16gico, a constru¢cdo de modelos, sdo
apenas alguns exemplos de como a matemdtica contribui para que a informética seja
compreendida e possa ser utilizada de forma mais e£caz. Por esse motivo, trabalhamos
na pesquisa no sentido de considerar como o desenvolvimento matemético pode ajudar
na compreensao e uso das TICs.

Para iniciar, citamos como justif£cativa os importantes trabalhos de Ponte que, ha
mais de uma década tenta contemporizar o trabalho de professores de matematica,
primeiro com referéncia ao uso de calculadoras grafcas e depois em relacao a sistemas
informacionais.

[...] As novas tecnologias da informacdo tém vindo assumir uma presenga cada
vez mais forte nas diversas esferas da actividade humana, incluindo a economia, a
administracdo publica, a ciéncia, a cultura e o simples lazer. A sua crescente vul-
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garizacdo na sociedade levanta problemas de ordem profssional, suscita questoes de
cidadania e leva-nos a interrogar o préprio signifcado do saber. A sua afrmagdo
social coloca sérios desatos a escola. (PONTE & CANAVARRO, 1997, p. 17)

Outro indicio de que as pré-nocdes em que nos baseamos podiam estar certas eram
os estudos desenvolvidos pelo Grupo de Pesquisa em Informatica outras Midias e E-
ducacdo Matemdtica (GPIMEM), da UNESP — Rio Claro. Desde 1996, sua equipe
trabalha com professores de matemadtica de escolas da regido. Primeiramente com cal-
culadoras grafcas e posteriormente com o uso de laboratdrios de informdtica. Borba
e Penteado (2001), dizem que, apesar da pratica docente ter sido sempre complexa, de
alguma forma, toda essa complexidade, nao fugia do controle do professor e ele se sen-
tia seguro em uma préatica que lhe conferia uma certa autoridade — “zona de conforto”-
mas a instabilidade do sistema informacional faz com que os professores passem a
trabalhar numa “zona de risco”. O grupo do GPIMEM, além de ser um referencial
no assunto, € responsavel por um trabalho que ajuda, por meio de novas midias, pro-
fessores de matemadtica a trabalharem melhor seus conteidos. Acreditamos que muito
do pensar matematico € utilizado nesse trabalho desenvolvido por esse grupo de edu-
cadores matemadticos, assim como nos trabalhos de Ponte e Canavarro em Portugal,
justifcando, dessa forma, o sentido que a nossa pesquisa queria retratar, que era ve-
rifcar se o conhecimento matematico desses professores facilitava a compreensao e
utilizacdo das TICs.

Uma outra justifcativa para a problemdtica que apresentdvamos € a importancia
da transposi¢do didédtica — que sdo as transformacdes que um saber determinado sofre
desde a sua criag@o até o momento de sua exposicao diddtica. Nao estdvamos com este
olhar vendo a transposi¢cdo como uma justifcativa para a pesquisa, mas tentando en-
tender o que poderia vir a ser uma barreira a aquisi¢ao dos saberes, no caso especifco
do nosso trabalho, o saber matematico e suas conexdes. Acreditamos que vivencia-
mos uma época em que a evolugdo das idéias e conceitos passa por uma ruptura em
relagc@o ao paradigma anterior focado no ensino tradicional de transmissdo do conheci-
mento, trazendo induéncias para a transposicao e, consequentemente, para o trabalho
de professores em relacdo as novas tecnologias. Em linhas gerais a transposicao é um
conjunto de rupturas, de movimentos e de transformagdes que se operam quando um
elemento do saber tedrico torna-se didatizado. A esse conjunto das fontes de induén-
cias que atuam na selecdo dos contetidos Chevallard denomina de “noosfera” — da qual
fazem parte: cientistas, professores, especialistas, politicos, editores, autores de livros
e tantos outros agentes que interferem no processo educativo infuenciando o saber
ensinado. (Chevallard, 1991; Pais, 2001).

O referencial tedrico que deu suporte a pesquisa foi focalizado em Castells — soci-
edade informacional, Tedesco — relacao ensino-aprendizagem, Lévy — tecnologias da
informacao e comunicagdo, Dreyfus — habilidades desenvolvidas pelo pensar matema-
tico e Chevallard — transposicao didética.



PROFESSORES DE MATEMATICA E O USO DE TECNOLOGIAS...
Jaqueline M. Brum

4. Objetivos

Tinhamos por objetivo geral analisar, a partir da pratica do professor de matema-
tica, como o desenvolvimento do pensar matemadtico contribui efetivamente para o
entendimento da linguagem informacional. Os objetivos especifcos eram: (a) iden-
tifcar e analisar se o conhecimento que os professores de matematica produzem, a
partir dos fundamentos matematicos recebidos por meio de sua formagao, contribuem
para a compreensao e a utilizacdo das TICs; (b) identifcar, caracterizar e analisar que
concepgdes® sobre o ensino-aprendizagem da matematica em relacdo as TICs esses
professores possuem e se elas estdo de acordo com a sua pratica; (c) identifcar, ca-
racterizar e analisar se essas concepg¢des funcionam como elementos bloqueadores ou
como facilitadores para a compreensao e utilizacdo das TICs; (d) verifcar se os pro-
fessores trabalham seus conteddos de forma integrada ou desconectada em relacao as
TICs; (e) identifcar, caracterizar e analisar as causas integradoras ou desagregadoras
para uma atitude interdisciplinar envolvendo o uso das TICs e (f) propor uma agao
futura dependendo dos resultados obtidos.

5. Metodologia

O estudo que realizamos foi uma pesquisa de natureza qualitativa, com quatro pro-
fessores de matemaética do ensino fundamental e médio, que trabalham em diferentes
contextos de ensino. Trabalhamos com institui¢des que tinham laboratério de infor-
matica.

Consideramos a nossa pesquisa de um estudo de caso e optamos por utilizar para a
coleta de dados os seguintes instrumentos:

e observacio — procurando desvelar como esses professores exploravam em suas
exposicdes em sala de aula e em laboratdrios de informética o pensamento abs-
trato, a experimentacgao, o raciocinio 16gico, a criatividade e, se alguma relagao
era estabelecida entre o ensino, a compreensao e a aplicabilidade da matematica
a informética.

e questiondrio por escrito — no qual o professor teve a oportunidade de nos dizer:
qual foi sua formagao; o que ele entende por ensino de matematica e por TICs;
se acredita que sua formacdo facilita a interdisciplinaridade da matemética em
relagdo a informética e vice-versa e de que forma ele via a instituicdo nesse
processo.

3Concepcio de acordo com o Diciondrio Aurélio: nogio, idéia, conceito, compreensao.
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e entrevista semi-estruturada — quando buscamos informacdes sobre a formacgao
pro£ssional recebida e se a fundamentacdo tedrica desse professor o ajuda a
melhor compreender as TICs.

e analise documental do material didatico utilizado em sala de aula — livros, manu-
ais, £chas, planos de aula, software e outros, uma vez que também induenciavam
a pratica do professor e o ajudavam a fazer a transposicao didatica.

6. Sintese das Analises a partir das Macrocategorias

A andlise que conseguimos construir a partir das observagdes, entrevistas, e questi-
ondrios com esses quatro professores de matemadtica e outros sujeitos, foi incorporada
a pesquisa por meio de duas macrocategorias de andlise: a técnica — voltada para o do-
minio do trabalho e comunicativa — direcionada para as relacdes humanas, mostrando
0s pontos comuns que conseguimos identif£car.

Com relacdo a macrocategoria técnica — desenvolvida em parte devido a aplica-
bilidade da matematica — e constituida, por sua vez, pelas categorias caracteristicas
do pensar matemdtico (Dreyfus, 1990, 1991), como: visualiza¢do, representacao, me-
morizacdo, generalizacdo, sintese. Habilidades essas que levariam conseqiientemente
a abstracdo e ao pensamento sistémico, que seriam importantes facilitadores para se
trabalhar numa sociedade informacional, e ilustrada conforme a seguir:

[...] A tabela é muito importante em matemdtica e é muito importante em vdrios
setores da vida da gente... porque vai esquematizar e £ca fdcil de enxergar, td.[...]
Depois que £zerem a tabela, vocés vdo poder colocar o tipo de letra que quiser, vocé
vai dar a cor a sua tabela para que tenha a sua marca. [...] A primeira coisa serd
uma coluna contendo as eras. [...] Depois algumas espécies e depois vai £car um
espaco que é para vocés colocarem a época em anos e isso aqui vai ser A". [...] O
tempo que vocé vai achar é o tempo em anos. Por exemplo: 2 bilhoes de anos e vocés
vdo escrever com todos os zeros e depois vocés vdo colocar em poténcia de 10, porque
simplifca esse niimero (Prof. BETA, maio de 2002).

Com referéncia a macrocategoria comunicativa, apoiamo-nos em Chevallard (1991),
pois o ensino-aprendizagem da matematica centra-se nas relagdes professor-aluno e
aluno-aluno em meio as transposi¢des entre o saber a ensinar e o saber ensinado. Nesse
processo observamos a matemadtica como facilitadora da compreensao e do uso das
TICs. Essa observacdo é reafrmada em Pais (2001), no qual encontramos uma nova
pedagogia que privilegia o tratamento da informagdo para se chegar ao conhecimento,
na qual a resolucdo de problemas e a informatica sdo grandes ferramentas de auxilio.
Ponte e Canavarro (1997) de£nem algumas caracteristicas do ambiente informacional,
como: uso de outras ferramentas e materiais; novos ambientes; trabalhar em grupo; de-
senvolvimento da criatividade, da autonomia, do espirito de tolerancia e cooperacao,
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habilidades que podem ser promovidas com a utilizagdo das TICs.

Contudo, todos os quatro professores carregam muitas concepgdes trazidas da sua
formagdo. Podemos dizer que continuam fortemente apoiados numa pedagogia tradi-
cional e que a reproduzem em suas praticas docentes, nas quais os conteidos mate-
maticos sdo ditados aos alunos, como se o ouvir com aten¢do fosse o su£ciente para
ocorrer a aprendizagem, deixando, dessa maneira, de lado a importancia da prética, da
contextualizacdo, da resolugdo pelo préprio aluno para compor a construg¢do do seu co-
nhecimento. Os professores ainda vivem no paradigma antigo, no qual o conhecimento
académico é considerado um conhecimento cientifco para poucos privilegiados e al-
guns iniciados. Na maior parte das vezes, esses quatro professores pareciam sentir-se
iluminados, senhores de seus saberes, como se isso bastasse ao ensino aprendizagem.
Tanto que, durante as aulas, iam perguntando e respondendo a0 mesmo tempo, sem
a preocupacdo em desenvolver com os alunos uma verdadeira comunicagdo e con-
seqiientemente, dif£cultando a transposicao do saber.

[explicando a diferenca entre mondémio e polinomio] [...] Como seria entdo o
perimetro representado através de um monoéomio? 4y... + 4y... + x + x [...]. Agora,
serd que isso aqui vai dar um monomio? Esse mais esse eu posso somar? Posso. Dd 8y
[professor responde]. E esses 2 eu posso somar? Posso. Dd 2x. [professor responde].
Bom esses 2 eu posso somar? [referindo-se aos 2 termos encontrados] [...]. Entdo,
nos ndo podemos ter esse perimetro na forma de monomio, so de polindmio. Em forma
de monomio ndo. [...] (Prof. ALFA, maio de 2002).

[...]3y? — 42 + 2t = 5. Essa equagdo é linear? Néo [os alunos respondem junto
com o professor] Por que ndo é linear? Porque y elevado a expoente 2. [professor
responde] [...] 2x + 4y + 10z = 8 € linear? Ndo. [professor responde] Por que ndo
é linear? Veja bem, eu ndo posso ter produto ndo é isso... x.y [professor responde].
Entdo nés sabemos diferenciar quando a equagdo é linear e quando ela ndo ¢ linear.
[...] (Prof. DELTA, abril de 2003).

7. Conclusoes Finais

O nosso objeto de estudo visava principalmente analisar, a partir da pratica do pro-
fessor de matemaética, como o desenvolvimento do pensar matematico contribui efeti-
vamente para o entendimento da linguagem informacional, conforme as caracteristicas
defendidas por Tedesco (2001).

Ole Skovsmose (2001, p. 77) afrma:

A matemdtica é o sustentdculo l6gico do processamento da informagdo, e o pensa-
mento matemdtico é também a base para as atuais aplicacoes da tecnologia da infor-
macdo. De fato, todas as aplicacdes de um computador podem ser vistas como uma
aplicagcdo de um modelo matemdtico simples ou complexo [...]. O efeito dos computa-
dores é a colonizacdo de todas as dreas da vida pelas aplicacoes de métodos formais.
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E isso que caracteriza a sociedade da informagcdo.

Os professores também pareciam acreditar que o desenvolvimento do pensar ma-
temadtico de alguma forma facilita a compreensdo e o uso das TICs, como podemos ver
em algumas falas:

[...] Quando vocé comeca a gostar de matemdtica, principalmente da resolucdo
de problemas, vocé comeca a ver que o seu raciocinio logico ele £ca mais apurado e
isso é muito util em qualquer disciplina, em qualquer curso e principalmente no curso
de informdtica. (Prof. ALFA, setembro de 2002).

[...] Bom, a matemdtica é... envolvente, criativa e facilita o descobrimento e o
envolvimento com outras ciéncias. [entrevista - ao responder se sua formacdo ajudava
a compreender e utilizar tecnologias] (Profa. BETA, setembro de 2002).

[...] O raciocinio légico matemdtico me ajudou a desenvolver, a conseguir fazer
muita coisa sozinha. Se eu ndo tivesse visdo espacial [...]. (Profa. GAMA, dezembro
de 2002).

[...] Mas, é claro que ajuda, com certeza ajuda muito. [...] com certeza ela dd uma
formacdo que facilita a comunicagdo. [entrevista - ao responder se as habilidades
desenvolvidas pela sua formacdo, em matemdtica, o ajudavam a compreender e a
utilizar as TICs] (Prof. DELTA, abril de 2003).

Porém, concluimos na nossa pesquisa que, se de alguma forma as caracteristicas
do pensar matematico ajudam professores de matemadtica a trabalharem melhor com
tecnologias, isso £cou diluido junto a outras habilidades. De modo geral, os quatro
professores observados fazem pouco uso da tecnologia em sua pratica docente, apesar
de que nas entrevistas, trés deles, afrmarem que trabalhavam em projetos interdis-
ciplinares e utilizando tecnologias informacionais. Entretanto, pelo que estudamos a
respeito do desenvolvimento do pensar matemaético (Dreyfus, 1990, 1991; Skovsmose,
2001), nossa hipétese de trabalho — de que o conhecimento das estruturas contribui
para a compreensdo e a utilizacdo de tecnologias, ndo se constitui em uma falécia,
uma vez que o desenvolvimento das habilidades desenvolvidas por meio das caracte-
risticas do pensar matemdtico se faz muito presente na formagdo inicial e continuada
desses professores. Pelo exposto, percebemos que permanece entre os professores ob-
servados, a crenca de que sua formacdo de fato contribui para que eles utilizem-se
de TICs, o que nos leva a crer que estd faltando ao professor de matematica desen-
volver além do conhecimento do conteido matematico, o conhecimento matematico
tecnoldgico e redexivo. Pois, a competéncia tecnoldgica poderd ajuda-lo a resolver
situacdes-problema préticos, enquanto a competéncia redexiva, lhe permitird nao sé
usar tecnologia, como usé-la de forma apropriada e renovada. Outra conclusdo que
chegamos € que para esses quatro professores pouco a informatica tem ajudado ao
ensino da matematica € a matematica ao uso da informatica. Portanto, concluimos
que todos eles se encontram, em relacdo ao uso de tecnologias, longe da proposta de
formar uma rede de conhecimento como preconizam os £l6sofos desta era.

Sendo assim propomos que a educagdo publica ou privada, formal inicial ou conti-
nuada, invista em projetos que possam melhorar a pratica de professores. Seria impor-
tante que nas instituicdes de formacgdo de professores de matemdtica surgissem grupos
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interdisciplinares preocupados com a implementacao das TICs, na forma de ensino,
pesquisa e extensdo, nos moldes de Ponte e Canavarro em Portugal e Borba e Pente-
ado no Brasil. Pois, isso tornaria possivel uma maior assessoria a projetos do Governo,
melhorando sua participacdo no acompanhamento e promoc¢do do uso de tecnologias
pelo professor em sala de aula, minimizando assim o desconforto que alguns profes-
sores sentem ao se depararem com um ambiente que exija o uso das TICs.
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1. Introducao

A nocdo de “representacdo’ estd no cerne da teoria do conhecimento, tanto da sua
face £loso£ca quanto de sua face psicoldgica. Do lado £los6£co, repousa sobre duas
metaforas': a da representacdo teatral, que expde diante do espectador (eventualmente
o préprio autor), “sob uma forma concreta, uma situagdo signifcante, £guras evoca-
doras, encadeamentos de acdes exemplares”, tornado assim presentes signi£cados e
estruturas até entdo despercebidas; e a da representacdo juridica, onde uma pessoa age
em nome de outra. As duas metaforas estdo ligadas, pois a estrutura ou a situagcdo
signifcante aparece através dos gestos e palavras dos atores que “‘representam’ os pa-
péis, simulando - de alguma forma - a realidade. O teatro moderno mostra o quanto
uma representacdo pode estar distante de uma realidade fatual, “representando” ape-
nas as caracteristicas escolhidas pelo autor para por em foco determinadas relacoes,
estruturas ou signif£cados que lhe interessam. Do lado psicolégico, uma “‘representa-
¢d0” € um “conteddo consciente vivido como um todo coerente e que estd orientado,
independente de qualquer dado de realidade, para determinado campo de objetos, a-
contecimentos ou situacdes”?. Cabe ainda lembrar o sentido 16gico-matemadtico do
termo, “‘correspondéncia entre dois conjuntos que preserva suas estruturas’>

Neste trabalho, ndo pretendo entrar na discuss@ao moderna (e pds-moderna) sobre
esta no¢do, mas ater-me a seu signi£cado pragmatico, onde por “representagcdo” en-
tendo um objeto grdafco explicitando as relacdes e estruturas de um objeto, sistema,
fato, situacdo ou operacdo de acordo com um codigo pré-estabelecido, relevantes
frente ao interesse de quem a constroi ou utiliza. Assim, a capacidade de montar
uma representacdo adequada a uma determinada operacdo ou tarefa estd intimamente
relacionada com a competéncia em realizd-las.

Dada esta de£ni¢do, ndo cabe discutir se a representagdo pragmdtica € completa,
£dedigna, exata, aproximada, realista, distorcida, etc., a ndo ser em relacdo ao inte-
resse de quem ird uséd-la para resolver um dado problema. As estruturas matemdticas
subjacentes sao as relagdes indicadas usando o cédio pré-estabelecido.

Por exemplo, um desenho indicando um percurso Horestal assinala apenas a co-
nexao entre os pontos de tomada de decisdo ou de referéncia (encruzilhadas e pontos
especiais, como porteiras, rios a atravessar ou reconhecer, residéncias a considerar,
etc.), com a possivel (e desejavel) indicacdo da distancia ou do tempo de trajeto entre
dois pontos sucessivos — visando a orientacdo do excursionista. Mesmo que c6digos
iconicos* sejam utilizados para referenciar estes pontos (como ocorre nos mapas turfs-
ticos), o desenho ndo passa de um grafo marcando nds, tipos de nds, arcos e “pesos”
dos arcos, todos representados por convencdes grafcas iconicas ou numéricas. O grafo

1Encyclopédie Universalis, CDROM, verbete “représentation et connaissance’.

Dicionario Houaiss, verbete “representagio”, item 20.

3Ibd., item 18.

4Para os conceitos de signifcado, comunicagdo, cédigo, referéncia e iconismo, ver (Eco, 1976).
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representa a relacdo matematica entre os elementos naturais (a serem encontrados e re-
conhecidos pelo excursionista), necessaria para a escolha do caminho a ser percorrido.
Essencialmente, a relacdo de contiguidade (ou de sucessdo, se considerarmos que ha
um sentido de percurso) ao longo da rota, a distancia entre 0s nés, e o tipo de n6 (den-
tro de um conjunto de categorias conhecido, associado a decisdes a serem tomadas).
Um “mapa” deste tipo, se incompleto, pode levar o excursionista a se perder. “Incom-
pleto” signif£ca ndo incluir referéncia a todos os pontos geografcos onde uma decisao
diferente de “seguir em frente” devera ser tomada. Um “mapa” deste tipo pode ser
“inexato”, isto é, trocar a ordem de ocorréncias da caminhada, ou apresentar distan-
cias sufcientemente incorretas a ponto de causar falsas expectativas ou gerar decisoes
erroneas.

Curiosidade histdrica: a mais antiga representagdo grafca conhecida deste tipo,
fora os mapas e os desenhos geométricos, € a arvore de Polibos, grafo que estabelece
uma relacdo hierdrquica entre as diversas classes de seres na £losofa aristotélica. Foi
tdo original que ganhou um nome proprio e eternizou o seu autor. A relagcdo repre-
sentada expressa uma posi¢ao ideoldgica implicita: “homens” estdo “acima” de “ani-
mais”, etc. A relacdo pensada na época era valorativa, hoje seria interpretada como
exprimindo a rela¢do entre niveis de complexidade — os cdédigos de referéncia mu-
daram... Do século XI em diante estas representacdes se multiplicaram, ilustrando a
teologia, a £losofa, a engenharia, etc.; principalmente depois que tornou-se mais fécil
a utilizacao dos instrumentos grafcos.

Podemos formalizar estas nocdes, mas, ou nos atemos ao carater formal da repre-
sentacdo — nos exemplos falaremos de grafos — ou, se pretendemos tratar o problema
da referéncia ao mundo real, encontramos o mesmo problema da formalizacdo do con-
ceito de modelagem de um objeto fisico: a representacdo grafca parte de uma repre-
sentacao mental abstrata que referencia uma determinada percepcao dos fendmenos a
serem observados através de esquemas psicoldgicos (Eco, 1998).

A nocdo de “representacdo’ estd no cerne da teoria do conhecimento, tanto da sua
face £loso£ca quanto de sua face psicologica. Do lado £los6£co, repousa sobre duas
metdforas®: a da representacio teatral, que expde diante do espectador (eventualmente
o préprio autor), “sob uma forma concreta, uma situagdo signifcante, £guras evoca-
doras, encadeamentos de acdes exemplares”, tornando assim presentes signi£cados e
estruturas até entdo despercebidas; e a da representagdo juridica, onde uma pessoa age
em nome de outra. As duas metaforas estdo ligadas, pois a estrutura ou a situagcdo
signifcante aparece através dos gestos e palavras dos atores que “‘representam’ os pa-
péis, simulando - de alguma forma - a realidade. O teatro moderno mostra o quanto
uma representacao pode estar distante de uma realidade factual, “representando” ape-
nas as caracteristicas escolhidas pelo autor para por em foco determinadas relacoes,
estruturas ou signif£cados que lhe interessam. Do lado psicolégico, uma “‘representa-
¢d0” € um “conteddo consciente vivido como um todo coerente e que estd orientado,
independente de qualquer dado de realidade, para determinado campo de objetos, a-

5Encyclopédie Universalis, CDROM, verbete “représentation et connaissance’.
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contecimentos ou situacdes”®. Cabe ainda lembrar o sentido 16gico-matemadtico do
termo, “correspondéncia entre dois conjuntos que preserva suas estruturas”’.

Neste trabalho, ndo pretendo entrar na discuss@o moderna (e pés-moderna) sobre
esta nocdo, mas ater-me a seu signifcado pragmético, onde uma “representagao” é
um objeto grdafco explicitando as relacoes e estruturas de um objeto, sistema, fato,
situacdo ou operagdo de acordo com um codigo pré-estabelecido, relevantes frente ao
interesse de quem a constroi ou utiliza. Assim, a capacidade de montar uma represen-
tacdo adequada a uma determinada operacdo ou tarefa estd intimamente relacionada
com a competéncia em realizd-la. Nao pretendo abordar o problema das “representa-
cdes mentais”, cujo estatuto € muito discutido atualmente (Rorty, 1994; Eco, 1998),
mas permanecerei no campo das representagdes explicitadas por meios gra£cos, como
tabelas, diagramas, desenhos, férmulas ou discursos organizados. Concordo que “re-
presentacdes mentais”, seja 14 o que isso signifcar, precedem a construcao de uma
representacdo formal e explicita, mas nosso interesse aqui € discutir o seu uso - dai o
adjetivo “pragmadtico” acima - e a questdo da competéncia em construi-las e usé-las,
exigidas nas de£ni¢des dos curriculos modernos®.

Dada esta de£ni¢do, ndo cabe discutir se a representagdo pragmdtica € completa,
£dedigna, exata, aproximada, realista, distorcida, etc., a ndo ser em relacdo ao inte-
resse de quem ird usé-la para resolver um dado problema. As estruturas mateméticas
subjacentes sao as relagdes indicadas usando o cédio pré-estabelecido.

Por exemplo, um desenho indicando um percurso Horestal assinala apenas a co-
nexdo entre os pontos de tomada de decisdo ou de referéncia (encruzilhadas e pontos
especiais, como porteiras, rios a atravessar ou reconhecer, residéncias a considerar,
etc.), com a possivel (e desejavel) indicacdo da distancia ou do tempo de trajeto entre
dois pontos sucessivos — visando a orientacdo do excursionista. Mesmo que c6digos
iconicos’ sejam utilizados para referenciar estes pontos (como ocorre nos mapas turfs-
ticos), o desenho ndo passa de um grafo marcando nds, tipos de nds, arcos e “pesos”
dos arcos, todos representados por convengdes grafcas iconicas ou numéricas. O grafo
representa a relacdo matematica entre os elementos naturais (a serem encontrados e re-
conhecidos pelo excursionista), necessaria para a escolha do caminho a ser percorrido.
Essencialmente, a relacdo de contiguidade (ou de sucessdo, se considerarmos que ha
um sentido de percurso) ao longo da rota, a distincia entre 0s nds, € o tipo de n6 (den-
tro de um conjunto de categorias conhecido, associado a decisdes a serem tomadas).
Um “mapa” deste tipo, se incompleto, pode levar o excursionista a se perder. “Incom-
pleto” signi£ca nao incluir referéncia a todos os pontos geografcos onde uma decisao
diferente de “seguir em frente” deverd ser tomada. Um “mapa” deste tipo pode ser
“Inexato”, isto é, trocar a ordem de ocorréncias da caminhada, ou apresentar distan-

5Dicionério Houaiss, verbete “representag@o”, item 20.

7Ibd., item 18.

8Ver as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, as Diretrizes Curriculares para os
Cursos de Engenharia, e as Diretrizes Curriculares paros curriculos para cursos de matemadtica.

9Para os conceitos de signifcado, comunicagdo, cédigo, referéncia e iconismo, ver Umberto Eco,
Tratado Geral de Semidtica, Editora Perspectiva, 1976.
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cias suf£cientemente incorretas a ponto de causar falsas expectativas ou gerar decisoes
erroneas.

Curiosidade histdrica: a mais antiga representagdo grafca conhecida deste tipo,
fora os mapas e os desenhos geométricos, € a drvore de Polibos, grafo que estabelece
uma relacdo hierdrquica entre as diversas classes de seres na £losofa aristotélica. Foi
tao original que ganhou um nome préprio e eternizou o seu autor. A relacdo repre-
sentada expressa uma posicao ideoldgica implicita: “homens” estdo “acima’ de “ani-
mais”, etc. A relacdo pensada na época era valorativa, hoje seria interpretada como
exprimindo a relacdo entre niveis de complexidade — os cdédigos de referéncia mu-
daram... Do século XI em diante estas representacdes se multiplicaram, ilustrando a
teologia, a £loso£a, a engenharia, etc.; principalmente depois que tornou-se mais fécil
a utilizacdo dos instrumentos grafcos.

Podemos formalizar estas no¢des, mas, ou nos atemos ao carater formal da repre-
sentacao — nos exemplos falaremos de grafos — ou, se pretendemos tratar o problema
da referéncia ao mundo real, encontramos o mesmo problema da formalizac¢do do con-
ceito de modelagem de um objeto fisico: a representacdo grafca parte de uma repre-
sentacao mental abstrata que referencia uma determinada percepcao dos fendmenos a

serem observados através de esquemas psicoldgicos'.

Porém nao pretendo discutir o problema das “representacdes mentais”, cujo esta-
tuto € considerado ambiguo, atualmente. Permanecerei no campo das representacoes
explicitadas por instrumentos graf£cos, como tabelas, diagramas, desenhos, formulas
ou discursos organizados. Concordo que ‘“‘representacdes mentais”, seja 1a o que isso
signifcar, precedem a constru¢cdo de uma representacdo formal e explicita, mas nosso
interesse aqui € discutir o seu uso - daf o adjetivo “pragmdtico” acima - e a questio da
competéncia em construi-las e usa-las, exigidas nas de£ni¢des dos curriculos moder-
nos'!.

Comecaremos exibindo alguns exemplos que revelam o problema que pretendemos
por em pauta, para depois propor um programa de trabalho. A questao do dominio de
determinadas representagdes nos parece extremamente relevante para a preparacgao de
cidadaos habilitados a enfrentar o mundo moderno. Isto €, capazes de organizar, ana-
lizar e criticar o conjunto de informagdes necessarias para tomar decisdes atualmente.
Em especial no caso de pro£ssionais que projetam acdes em meio a contextos 16gicos
ou tecnoldgicos. E, mais especialmente, para professores de matematica, pois a tradi-
¢do coloca o desenvolvimento e o aprendizado da maior das representagcdes pragmati-
cas em suas costas, quer no campo da matematica pura, quer no campo da matematica
aplicada, quer no campo do desenho geométrico; embora seu uso apareca na geografa
e na historia, e depois se expanda a todas as disciplinas — sem que se exija dos alunos
a sua construcgdo.

10Ver Umberto Eco, Kant and the Platypus, Harvest Books, 2000.
Ver as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, as Diretrizes Curriculares para os
Cursos de Engenharia, e os curriculos para cursos de matematica.
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2. Alguns exemplos do problema

Muito frequentemente, no Rio de Janeiro, ao entrar em um taxi, o chofer se diz
novo no negécio e declara desconhecer o endereco que lhe indiquei. Raramente possui
um guia de ruas (a forma brasileira de “mapa da cidade”). Usar mapas ndo é um hébito
nacional. Mas experimentei levar comigo o guia de ruas: o chofer nao sabe determinar
no mapa onde estamos e, mesmo que eu o faca, ndo sabe usa-lo. Em especial se esta-
mos voltados para o sul, quando o lado direito da carta corresponde a nossa esquerda.
No entanto, na quinta ou sexta série do ensino fundamental, os alunos desenham o
“mapa” da sala de aula, depois o da escola, depois o do bairro, e realizam exercicios
de orientacdo com estes mapas, seguindo uma orientacdo didatica hoje generalizada
no pais (e exigida nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental). Os
motoristas que consultei declararam ter passado por este aprendizado'?.

Isto é, o signifcado de um mapa é bem compreendido, mas nao foi gerada a compe-
téncia de usi-lo como representacdo de possiveis movimentos, e dai como ferramenta
de projeto da acdo pretendida. Questdes como escala ou orientagdo sdo reconheci-
das, mas sempre consideradas excessivamente dificeis. Elas foram tratadas apenas
durante as aulas especifcas no ensino fundamental. Curiosamente, disciplinas como
Histdria ou Geografa apenas “situam’ eventos em mapas, mas nio os utilizam como
ferramenta de orientagdo ou como fonte de informacao.

Do “alfabetizado funcional”, conforme a de£ni¢cdo da UNESCO, ¢ exigida a ca-
pacidade de escrever um texto explicando como ir a um local publico em sua cidade,
e entender um texto contendo uma explicacao deste tipo. Representacdes discursi-
vas como estas podem ser construidas apenas descrevendo uma sequéncia de decisodes
tomadas localmente, referidas a marcas facilmente memorizaveis (virar uma dada es-
quina, passar por uma certa loja, tomar um determinado 6nibus). Estas representacoes
discursivas s@o mais pobres que mapas, pois ndo fornecem visao de conjunto, nem
facilitam o projeto ou a adaptacao/otimizagdo da a¢do frente a problemas inesperados.
Os resultados obtidos pelo PISA2000'* mostram que a maioria dos estudantes brasi-
leiros do nivel fundamental nio chega as representacdes discursivas acima, e a maioria
absoluta dos estudantes dos niveis fundamental e médio nao sdo capazes de usar um
mapa ou graf£co de forma a deles retirar informagdes necessdrias a andlise de um texto.

O mesmo problema relativo a representacoes grafcas (dirigidas para uma acdo que
busca atingir determinados £ns) aparece na comparacao entre a atividade de um téc-
nico e a atividade de um engenheiro ou arquiteto utilizando plantas e diagramas. O

12A excecdo foi um senhor de idade, que possufa um mapa da cidade, sabia se orientar, e empregava
com precisdo os termos “carta”, “escala” e “coordenadas”. Havia feito curso de engenharia had mui-
tos decénios, e, atualmente, depois de encerrar sua empresa de reformas, trabalhava como taxista. A
exce¢do confrma a regra!

3Programa Internacional de Avaliagio de Estudantes, programa da OCDE, implementado no Brasil

pelo INEP. Ver PISA2000, Relatério Nacional, Brasilia: INEP, dezembro de 2001.
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bombeiro que troca o encanamento na minha casa toma decisdes na forma de uma bri-
colagem local, utilizando um conjunto de técnicas aprendidas pelo sistema mestre/a-
prendiz, na melhor das hipdteses interpretando os desenhos analdgicos dos aparelhos
(o aquecedor, o chuveiro elétrico, a vdlvula de descarga) que aparecem em seus manu-
ais/folhetos (quando nao os joga fora). Nao possui uma visao global da operacao: esta
informacao estd implicitamente contida no contexto que o limita (meu apartamento,
com seus banheiros e cozinha). O bombeiro a recupera percorrendo o local de traba-
lho e contabilizando o resultados das provdveis acdes locais. N@o projeta a operacdo
como um todo — donde ndo ser capaz de prever as pecas (nimero de conexdes e seus
tipos) que usard — desespero do proprietario que, todo dia, tem de sair as compras. Ja
o engenheiro e o arquiteto usam a planta como forma de projeto (escolha de solucdes
para atingir determinados objetivos diante de determinadas restri¢des) e para a organi-
zacdo do processo de construcdo: a planta € uma representacdo que ajuda e serve de
base para organizar e realizar a acao futura e controlar o que foi realizado.

Nao € assim que técnicos costumam compreender plantas: as tratam como meras
formalidades, pois, “a teoria, na prética, é outra”'*. TIsto é, compreendem seu sentido,
mas ndo sao competentes para utiliza-las como ferramenta de organizacao de sua agao.
Esse fato leva os engenheiros (e mestre de obras mais espertos) a redesenhar a planta
em partes, cada uma correspondendo a uma operag¢do determinada em uma determi-
nada localiza¢do, simpli£cando a0 méximo a representa¢do original, e aproximando-a
de um diagrama analégico descrevendo um determinado instante do processo de cons-
trucdo. Essa desintegracao do projeto explica parte da perda de material de construgdo
(mais de 30%) que € registrada no pafs.

A experiéncia do autor e sua equipe junto a exames vestibulares e aos calouros dos
cursos de engenharia tem fornecido um grande nimero de exemplos de difculdade
em retirar informacdes de grafcos, diagramas e tabelas, em especial quando ha um
comportamento dinAmico a ser inferido. Isto €, o aluno realiza uma leitura imediata do
grafco, mas ndo consegue inferir nada além.

A Histéria da Matematica esta cheia de exemplos onde a mudanca das representa-
¢oes alterou diretamente seu curso. Sem nos aprofundarmos na questdao, podemos lem-
brar que os textos matemadticos nao geométricos, até Viete e Descartes, apresentavam
listas de problemas-tipo representando, por analogia, a situagcdo geral (Boyer, 1974).
Mateméticos da Babilonia ou da India escreveram listas de problemas resolvidos, sem
demonstracdo (ibd., capitulos 3 e 12). Matemdticos da Renascenca demonstravam a
forma da solucao de forma algoritmica (isto é, construiam a solucao), mas referindo-
se ao problema-tipo particular, em uma representacdo essencialmente discursiva (ibd.,

1“Quando a Light (companhia de distribuicio de eletricidade da cidade do Rio de Janeiro) foi pri-
vatizada, percebeu que as plantas indicando a posicdo de postes, transformadores, etc. eram £cticias.
Foram usadas para um projeto inicial, ndo foram obedecidas e nunca foram corrigidas. A empresa pas-
sou dois anos refazendo estas plantas, e s6 entdo a EDF (que a havia comprado) percebeu o tamanho do
investimento que teria de enfrentar. Na mesma linha de exemplos, embora as plantas de edificios sejam
obrigatdrias para a concessdo do “habite-se”, raramente proprietarios (no pais) as possuem no momento
da venda de suas unidades.
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capitulo 15). A notacdo algébrica de Viete permitiu o aparecimento da férmula algé-
brica, ndo apenas como receita de calculo, mas como representac¢do do fazer abstrato
e base para pensar e desenvolver a resolugcdo do problema (ibd., capitulo 16).

Férmulas matemaéticas representam mais do que um algoritmo a ser aplicado para
um cdlculo especifco. Também expressam (parte das) informacdes estruturais, como
fatoragdes e decomposicoes, linearidades ou ndo-linearidades, etc., formando assim
uma base para o raciocinio matemadtico. Idem para a fisica, onde, além das relacoes
matematicas, encontramos relacdes dimensionais. Fisicos e matematicos pensam so-
bre e através de formulas (mas ndo apenas por formulas). Porém estamos cansados de
ver alunos considerando féormulas matematicas como receitas de cozinha, descrevendo
“manipulacdes” sem sentido (para eles) — e ndo como condensagdo de um saber e de
informacdes sobre a estrutura matematica subjacente.

De qualquer forma, hd uma antinomia entre o estudo por casos ou por problemas-
tipo (representacdo discursiva) e a representacido por férmulas ou por regras logicas
(como ocorre nas dreas de Direito e de Administracdo). Um exemplo desta antinomia
aparece na descri¢do de curriculos escolares em escolas com matricula por disciplina:
professores descrevem o curriculo por um conjunto de regras (incluindo requisitos e
pré-quisitos, regras para obtencdo de dupla habilitacdo ou dupla énfase, regras para
escolhas de disciplinas eletivas em campos pré-estabelecidos, etc.), em um discurso
referindo o procedimento de acreditagdo a logica da formacdo. Técnicos universita-
rios (o pessoal da Diretoria de Admissao e Registro, por exemplo) e £scais do MEC
exigem tabelas onde as disciplinas sdo citadas nominalmente, para cada possibilidade
curricular. A tabela facilita a verifcagdo de que um dado aluno cumpriu as exigéncias
para a obtencao do diploma, mas ndo permite a visao estrutural do curriculo necesséria
para sua critica e reformulagdo, por exemplo. No curso de engenharia da PUC-Rio,
onde as regras admitem varias op¢des e duplas habilitagdes, chega-se a mais de 120 ta-
belas, mesmo sem especifcar as disciplinas eletivas, contra poucas paginas explicando
as regras curriculares para 11 cursos de engenharia! Alids, tabelas ou regras podem ser
programadas, ndo sendo a informatizacao um empecilho em um ou outro caso.

3. A questao educacional

Anualmente, o programa PISA" aplica provas de linguagem e de matematica em
diferentes paises, para comparar seus resultados escolares. Estas provas utilizam di-
ferentes representacdes, como textos, tabelas, mapas, diagramas e Muxogramas, bus-
cando ver se os alunos conseguem encontrar informagdes, e utiliza-las diretamente ou
como base para raciocinios mais elaborados. Eventualmente, solicita-se comparar ou
misturar informac¢des em uma tabela com informag¢des em um diagrama, etc. Esta es-

5Cf nota 13.
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tratégia se explica: a vida moderna exige a utilizacao de informagdes apresentadas em
diferentes suportes utilizando diferentes representagdes, como ja visto nos exemplos
anteriores. Porém os resultados dos alunos brasileiros frente ao PISA sdo péssimos
(entre os piores dos paises examinados), como noticiaram os jornais este ano.

Exemplos de representagdes que podem aparecer em provas deste tipo (em niveis
variados) sao:

(a) discursos e textos; (b) formulas (I6gicas, matematicas, quimicas, etc.), vistas
como indicacdo de processos de célculo ou como condensacdo de esquemas de ra-
ciocinio; (c¢) algoritmos, apresentados por @uxogramas, por receitas ou protocolos, ou
em linguagem “procedural” (Knuth), representacdes de processos ou procedimentos
visando um objetivo bem de£nido; (d) mapas e cartas; plantas; diagramas iconicos
(como os desenhos dos livros de biologia); (e) diagramas relacionais ou estruturais
(diagramas de estado, redes de Petri, diagramas Pert, diagramas de blocos, tdo impor-
tantes para descrever sistemas complexos, grafos de Xuxo de sinais, grafos em geral,
etc.); (f) quadros sinéticos; (g) desenhos, épuras e diagramas analégicos (desenhos
descrevendo pecas, por exemplo); (h) tabelas; grafcos de fungdes; (i) “pizzas” e ou-
tros grafcos proporcionais; (j) listas de problemas-tipo ou de “case studies”.

Considerando que cada representacdo tem sua vantagem especifca, adaptando-se
melhor que outras ao desenvolvimento de determinados raciocinios e ao projeto de
determinadas a¢des, ou entdo facilita a compreensdao de conceitos e torias (e seu uso)
por parte dos alunos ou do eventual interlocutor, seria interessante que todos os alunos
(e cidadaos) fossem levados a dominda-las, sabendo interpretd-las ou utilisd-las como
meios de raciocinio e de transmissdo de informacao.

Problema: Onde e como os alunos aprendem a utilizar as diferentes representa-
coes?

Vimos acima, em dois dos exemplos, que algumas delas sdo apresentadas aos alu-
nos, mas estes — estatisticamente falando — ndo conseguem utiliza-las, embora conhe-
cam seu sentido. Qual o problema para seu aprendizado permanente? Como enfrenté-
lo? Deve buscar-se um aprendizado descritivo ou o da competéncia associada?

De fato, cada uma dessas representacdes, no ensino tradicional, estd restrita a uma
dada disciplina, sendo apresentada uma primeira vez, e, depois, muito pouco utilizada
(com excec¢do de funcdes e grafcos nos cursos técnicos). O aluno que estudou mapas
e cartas na quinta ou sexta série do ensino fundamental, quando ainda ndo possuia
uma visdo geografca mais ampla, s6 voltard a usar um mapa, eventualmente, em al-
gumas aulas de geografa ou de histdria. Mas nestas disciplinas ndo usa os mapas para
deducdes ou para se orientar: elas descrevem situacdes, mas ndo exigem raciocinios
dependendo dos mapas nem propdem acgdes para atingir objetivos determinados. O
mapa € uma “representacdo’” no sentido mais rasteiro, mas ndo passa a ser uma ferra-
menta para resolver problemas do interesse do aluno. A notar que os atlas histéricos e
0s mapas sindticos quase desapareceram do ensino brasileiro.

O mesmo podemos dizer de quase todas as representagdes acima — apesar delas
serem elementos facilitadores do aprendizado e ferramentas essenciais para exercer as
competéncias associadas.
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4. Um programa de trabalho

Do que foi dito acima £cam claras algumas sugestdes, que formam todo um pro-
grama de trabalho:

1. Organizar uma lista de representacoes, classifcando-as de acordo com o tipo
de uso e com as exigéncias psico-culturais para seu dominio e uso; pensd-las
pragmaticamente como ferramentas para a resolucdo de problemas, e ndo como
um £m em si;

2. Buscar estratégias pedagdgicas para desenvolver as competéncias associadas;

3. Utiliza-las com alguma frequéncia ao longo de todo o trajeto escolar, exigindo
o seu uso (leitura e constru¢do frente a resolu¢do de problemas) de forma que
passem a integrar o conjunto de ferramentas intelectuais a disposi¢c@o dos alunos;

4. Utiliza-1as ndo apenas nas disciplinas onde se originaram, mas onde for possivel
e importante, em especial nas disciplinas de linguagem, como mecanismo de
expressao; o que implica em trabalho transdisciplinar;

5. Utiliza-las ndo apenas para a organizacdo e a expressao de conjuntos estrutu-
rados de informacdes, mas também como ferramenta de projeto, isto €, para
organizar agdes em vista de um determinado £m.

Estamos aqui diante de uma questdo que apareceu ao longo de todo o texto: o aprendi-
zado visando desenvolver a capacidade de organizar acdes (inclusive o préprio apren-
dizado e a geracdo de conhecimento) para atingir objetivos determinados, sob um con-
junto assumido de restri¢des (limitacdes de meios, ambientais, econdmicas, etc.). Esta
questdo remete ao aprendizado a partir de problemas, visto como uma metodologia
didética central — o aluno s6 apreende ou constréi a resposta de uma questdo que ele
mesmo se coloca. O papel do professor passa a ser o de instigar as questdes, fornecer
meios, apresentar contra-exemplos as concepgdes alternativas que fazem obstaculo a
constru¢do conceitual, e facilitar a pesquisa do aluno.

Porém, mais do que isto, esta questdo trata da razdo de ser do conhecimento: ele
serve e ¢ desenvolvido frente a um interesse, ele é construido como ferramenta para
atingir um £m, ele tira seu sentido do problema que o aluno se coloca, sempre refe-
rido a seu contexto de vida. Nao que a curiosidade ou os enigmas da estrutura tedrica
(um jogo como qualquer outro) ndo possam motivar o aluno, mas assim chegamos a
diletantes habeis para determinados jogos (xadrez, matemadtica, etc.). Ora, todos os
exemplos tratados acima partiram de problemas contextualizados — que justifcavam e
exigiam o dominio das representacdes estudadas — e contra os quais podemos medir o
aprendizado. Estamos diante de um principio epistemoldgico: contra a idéia da ciéncia
como um £m em si — imanente na pedagogia das escolas fundamental e secundaria, ou
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nos cursos de ciéncias basicas do ensino superior — aparece a idéia de que o conheci-
mento (ou a ciéncia) sempre atende a um interesse, em torno do qual e em funcio do
qual se constitui (Habermas, 1976).
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1. Introducao

O advento das técnicas digitais e dos computadores como instrumento comum e-
xercem pressao inequivoca sobre o ensino da matematica. Sob esse olhar, a Matema-
tica Discreta e o estudo dos Algoritmos (Algoritmica) aparecem de forma privilegiada
e imbricada: desenvolveram-se juntas, numa relacao bastante simbidtica, desde a se-
gunda guerra mundial.

Em (Jurkiewicz, 2002), apontamos a emergéncia destes contetidos no curriculo da
matemadtica pré-universitdria. De fato, a veloz e extraordindria vulgarizacdo de in-
terfaces digitais vém apontando para a necessidade de um ensino da matematica que
contemple aspectos procedurais da matematica. Note-se que, sem prejuizo do rele-
vante questionamento: ‘“como podem os computadores ajudar no ensino da matemé-
tica” — nossa atencdo se dirigia entdo para “que matemdtica é necessdria para viver
num mundo de procedimentos algoritmicos”.

Ja na década de 80 alguns sistemas educacionais preconizavam a introducdo da
Matematica Discreta no ensino pré-universitirio. Por exemplo, a NSF dos Estados
Unidos patrocina um programa de desenvolvimento curricular da matematica discreta
da ordem de dez milhdes de ddlares (DIMACS, 2002). Mais recentemente, o Minis-
tério da Educagdo da Franca propde explicitamente a introducdo do ensino de Teoria
dos Grafos no ensino médio (Arnoux, 2001),(Kahane, 2001).

A partir destas e outras constatagdes propusemos a criacido de O£cinas de Matema-
tica Discreta no ambito pré-universitdrio que foram realizadas em dois estabelecimen-
tos do Rio de Janeiro: Colégio Pedro II (unidade Humait4) - escola publica federal de
exceléncia — e Escola Parque - escola localizada na Zona Sul da cidade.

2. Descricao sucinta do campo e metodologia

Os dois grupos que trabalhamos eram de alunos em parte voluntarios, isto €, a
decisdo de participar de uma O£cina de Matematica foi feita entre outras escolhas de
grande diversidade (teatro, fotografa, literatura, biologia, etc.).

No Colégio Pedro II, tradicional escola de administracdo federal, a O£cina foi
oferecida no quadro da nova LDB, que preconiza o oferecimento de cadeiras eletivas.
Na Escola Parque, escola de classe média alta na Gavea, com tradi¢do de inovagdo
pedagdgica e envolvimento social, os alunos escolhiam entre varias o£cinas € o grupo
que nos procurou mostrou invulgar motivagao.

A metodologia escolhida foi baseada na cooperagdo livre. Os professores procu-
raram limitar sua intervenc¢ao a discussao de dividas quanto a terminologia usada nas
£chas e em colocar os raciocinios dos alunos em cheque, de forma a gerar discussado e
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controvérsia. Todos os alunos receberam uma £cha individual. As £chas e todo o ma-
terial foram confeccionados especialmente para a of£cina, em alguns casos utilizando
materiais referenciados em (Casey, 1998), (COMAP, 2002),(Culbertson, 1998).

3. Desenvolvimento do Trabalho

A Of£cina se dividiu em trés blocos:

e Introducdo sucinta de noc¢des de teoria dos grafos;

e Estabelecimento de notacdo, linguagem e compreensdo do que € uma demons-
tracao;

e Resolucdo de problemas de otimizacdo envolvendo grafos, algoritmos e estrutu-
ras de dados.

Pela exigiiidade do espago descreveremos, de forma breve, as atividades do primeiro
desses blocos.

Na primeira atividade os alunos deveriam tentar desenhar uma casinha (£gura 1)
indo de ponto a ponto sem tirar o ldpis do papel e sem passar duas vezes pela mesma
linha. (Este € um problema cldssico, na verdade considerado o problema fundador da
Teoria dos Grafos. Uma descri¢@o e solu¢do do problema podem ser encontradas, por
exemplo, em (Boaventura,2001).

Os alunos constataram que nao hd difculdade em cumprir as exigéncias do proble-
ma. Nao tiveram também dif£culdade alguma em codif£car um caminho pela sucessao
de letras e perceber que todas as solu¢des encontradas na turma comecavam e termi-
navam pelos pontos marcados com as letras A e E.

Logo apds a £cha pedia que desenhassem comecando pelo ponto B. A difculdade
inicial logo se transformou em desconfanca de que a tarefa era impossivel. A discus-
sdo enveredou entdo pelo signifcado de “impossivel”. Depois de alguma discussdo
surgiu a constatacdo de que € necessdrio provar que a tarefa é realmente impossivel.

Uma estratégia sugerida foi a de que se tentasse de todas as formas possiveis, mas
como saber se realmente todas os caminhos possiveis haviam sido explorados? Ja na
primeira sessdo, portanto, comecamos a evidenciar que teriamos necessidade de pro-
cedimentos bastante claros e de uma codifca¢do sem ambigiiidades. Evidentemente,
sendo este o primeiro contato dos alunos com este tipo de problema, estas constata-
¢coes ainda eram ingénuas. Mas os temas de procedimento (algoritmo) e codif£cacdo
(nomenclatura e estrutura de dados) nos acompanharam pelos trés blocos de trabalho.
A diferenciacao entre as diversas aptiddes fez com que os alunos chegassem a diversos
estagios da solucdo em diferentes periodos de trabalho.



110

Anais do II HTEM

Atividade 1

Desenhe a £gura abaixo sem tirar o 1apis do papel.

Regra: S6 pode ir de bolinha para bolinha.

Anote a sequéncia de letras que usou
Por onde vocé comecgou ?
Em que ponto terminou ?
Tente fazer de outro jeito.

Anote a seqiiéncia de letras que usou
Por onde vocé comegou ?
Em que ponto terminou ?

Atividade 2
Tente desenhar a casinha, comeg¢ando pelos pontos B , C ou D.
O que voceé observa ?
Explique com suas palavras o que acontece

Figura 1: Primeira atividadealgor
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Uma parte da motivagio advinha do fato de o problema inicial, na verdade simples
na sua formulacdo mas que revelava alguma complexidade na solucdo, diferir total-
mente do hébito escolar desses alunos. Ao invés de partir de uma teoria ja pronta, o
problema induziu a uma necessidade de formalizacdo sobre o que seria, na verdade,
“resolver o problema”.

De uma forma ainda incipiente, foram estabelecidos os motivos pelos quais a ta-
refa era (agora sem aspas) impossivel. Vdrios outros exemplos foram dados, alguns
bastante complexos. O que se observou € que ao passo que alguns participantes ti-
nham admitido as conclusdes apresentadas pelo grupo e referendadas mesmo pelos
professores, apresentando a solu¢do analitica, que apenas distinguia se era ou nao pos-
sivel desenhar as £guras nas condi¢des dadas, alguns alunos julgaram ainda necessario
realmente desenhar as £guras.

Numa etapa posterior, propusemos uma atividade que consistia em formar circui-
tos fechados com as pecas de dominds, primeiramente com todas as pegas, depois
retirando as pecas com o ndmero 6 e depois com uma colecdo aleatéria. Os parti-
cipantes outra vez tiveram facilidade na primeira tarefa, e se depararam com a im-
possibilidade na segunda. Mais calejados, logo se aperceberam de que os motivos da
impossibilidade eram extremamente parecidos com os do problema anterior, embora
fossem totalmente diversos em sua formulacdo. O isomor£smo (sem o uso enfético
deste nome) foi constatado com facilidade e a transposi¢do grafoconjunto de pegas foi
realizada com facilidade.

Neste ponto discutimos se este problema era importante. Foi entdo apresentado o
seguinte problema: “Imagine que vocé € um prefeito de uma pequena cidade e dispde
de apenas um caminhdo de lixo. Seria importante saber se voc€ pode percorrer as ruas
da cidade sem passar por duas delas mais do que uma vez, retornando ao ponto inicial?
e caso nao fosse possivel, seria importante determinar de que maneira fazer o percurso
com um minimo de repeticdes?”. A reacdo foi imediata — € 0 mesmo problema.

O resto da sessao foi consumido em tentar resolver o problema com vérios mapas
de cidades possiveis e em estabelecer um procedimento escrito preciso que determi-
nasse se uma £gura pode ou ndo ser desenhada sem tirar o lapis do papel, e por onde
devemos comecar o desenho.

Ao longo das atividades fomos introduzindo, pouco a pouco, a nomenclatura “o£-
cial”: vértice para os pontos, arestas para os segmentos, circuitos, caminhos, etc. A
introducdo paulatina, contrastando com a tradicdo matematica de de£nicdo e uso foi
intencional. Nossa idéia € de que as linguagens dos participantes € a nossa continham
pontos comuns e pontos divergentes. A intencdo foi que ao aceitarmos a linguagem
prépria dos alunos, mas exigindo precisdo (pois essa € uma necessidade basica da ma-
tematica), a inclusdo de nossa linguagem formal, mas por seu lado Hexibilizada para
acolher a dos alunos, se produziria uma sintese.

No entanto, é importante notar que ao £nal desse primeiro bloco pedimos que
de£nissem esses primeiros conceitos (vértice, aresta, etc.) com seus proprios termos.
Nao foi de fato surpresa observar que a maioria absoluta dos participantes, em maior
ou menor intensidade, utilizou os nomes e conceitos da geometria euclidiana (angulo,
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reta, etc.) que nao desempenharam papel algum em nenhum problema oferecido. Ao
tentar se exprimir, eles tentavam partir dos conceitos que (supostamente) dominavam,
muitas vezes complicando os conceitos além do necessario. Essa discussao foi levada
a cabo com certa delicadeza, pois nosso ponto de vista é que ela € uma etapa necessaria
na formulag@o de conceitos absolutamente novos.

A atividade foi encerrada com uma pequena prelecdo histdrica sobre o problema
(conhecido como o Problema das Pontes de Konigsberg) e sobre a solucio de Euler.

Oferecemos entdo uma situacdo evolvendo grafos; para cada grafo apresentado
pedimos que calculassem o grau de cada vértice, e a soma destes graus (vide abaixo),
o niimero de arestas e o nimero de vértices de grau {mpar.

A quase totalidade constatou que “a soma dos graus dos vértices de um grafo € o
dobro do nimero de arestas”. Outra vez, a constatacdo serviu de motivacao instigante:
qual o motivo disto acontecer? A resposta consiste numa prova da afrmagdo acima.
Os alunos foram entdo convidados a provar este teorema (e pudemos formalizar o sig-
nif£cado desta palavra a partir de uma experiéncia concreta). Os alunos apresentaram
suas demonstracoes e £zemos as criticas cabiveis.

Ao pedirmos para que as notagdes fossem usadas ao invés de palavras, algumas
dif£culdades apareceram. Se € facil simbolizar a soma (+), 0 somatdrio (32) exigiu uma
generalizacdo que depende de uma maturidade que o aluno do ensino médio em geral
ainda ndo tem.

Propusemos problemas praticos que utilizassem a idéia exposta no teorema, e eles
tiveram a oportunidade de aplicar seus resultados. Reforcamos as idéias de nomencla-
tura e notacdo construindo grafos a partir de conjuntos.

4. Conclusao

As O£cinas que oferecemos cumprem um papel necessdrio mas longe de ser suf-
ciente. Os grupos com que trabalhamos eram bastante atipicos e seu interesse natural
pela matematica certamente foram um fator de éxito (a O£cina continua sendo ofere-
cida na Escola Parque, foi oferecida a professores na Faculdade de Educa¢do da UERJ,
na Bienal de Matematica da SBM e no encontro do projeto Fundao, entre outros). Os
resultados podem entretanto ser considerados como promissores.

Constatamos que:

e Confrontados com problemas a seu alcance que imponham a sua prépria ge-
neralizacdo, os participantes interessados responderam de maneira mais do que
satisfatéria, construindo conceitos, linguagem, estabelecendo novas relagdes e
aprofundando um conhecimento novo colocado a seu alcance.

e Embora £cando claro que a aplicabilidade dos problemas envolvidos dependesse
de maior so£sticagdo de conceitos e instrumentos, a proximidade com problemas
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de gestdo e administracdo se mostrou um poderoso atrativo para os participantes
(tendo sido identi£cados como “problemas reais”).

e A convivéncia com computadores ndo basta para se entender os instrumentos
sociais cada vez mais procedurais. Esse entendimento € um entendimento 16gico
e matematico e deve passar a habitar a escola.

e O estudo orientado de problemas relativos a grafos, jogos (conteido do outro
semestre) e outros conteudos de Matematica Discreta podem ser um caminho
interessante para a explicitacdo dos mecanismos bdsicos da matemadtica: indu-
¢do, deducgdo, encadeamento 16gico, demonstracdo, notagao, etc.

o A utilizag¢do de O£cinas ou Eletivas pode abrir espacos para experimentagao, nao
s6 em matemdtica como em outras vertentes do conhecimento. A presenca de
participantes previamente interessados € um ingrediente importante na producio
do sentido da aprendizagem.
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Resumo O objetivo desta comunicagdo é relatar uma experiéncia que vem
sendo realizada na Universidade Estdcio de Sd, no curso de Licenciatura em Mate-
mdtica: o curso de Historia da Educacdo Matemdtica no Brasil. Apresento um breve
memorial relatando as pesquisas por mim desenvolvidas e minha trajetoria docente e
uma pequena descricdo desta disciplina.
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Abstract  The objective of this communication is to tell an experience that
has been accomplished in the Universidade Estdcio de Sd, in the course of Degree in
Mathematics: the course of History of the Mathematical Education in Brazil. I present
a brief memorial telling the researches for me developed and my educational path and
a small description of this discipline.
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1. Introducao

Em 1998, durante o curso em Licenciatura em Matematica na Universidade Fe-
deral Fluminense — Niter6i, Rio de Janeiro —, tive pela primeira vez contato com a
Histéria da Matemadtica na disciplina entdo recentemente implantada na grade curri-
cular dessa universidade. No decorrer do curso, ministrado pelo Prof. Dr. Wanderley
Moura Resende, minhas perspectivas para com a Educagdo Matemdtica aumentaram
e meu interesse em realizar um Mestrado nessa drea se tornou claro. Procurei os pro-
gramas disponiveis que atenderiam minhas expectativas. Foi entdo que me candidatei
a Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro. Fui aceito no programa de Pés-
Graduacdo do Departamento de Matematica, iniciando o curso em 1999.

Nao tinha conhecimento dos diversos tipos de pesquisas realizados em ambito aca-
démico. Mas, a pesquisa histérica, principalmente apds a realizacdo da disciplina
Historia da Matematica durante a graduacao, continuou despertando meu interesse. Ja
no primeiro periodo do Mestrado, cursei, outra vez, a disciplina de Histéria da Ma-
temadtica, ministrada, agora, pelo Prof. Dr. Jodo Bosco Pitombeira. Lembro-me que
em suas Ultimas aulas o mesmo comentou sobre um campo de pesquisa bastante inex-
plorado: a Histéria da Educacdo Matemadtica no Brasil. Foi a primeira vez que tive
conhecimento desta tematica.

No £nal do primeiro ano do curso procurei o citado professor e busquei de£nir
minha pesquisa. Alguns artigos do Jornal do Commercio, do ano de 1930, sobre uma
polémica entre dois professores catedraticos do Colégio Pedro II e alguns documentos
do arquivo pessoal de Gustavo Capanema, Ministro da Educacdo entre 1934 e 1945,
cedidos por ele, foram o sufciente. No inicio do ano de 2000, iniciei a busca das fon-
tes que seriam necessdrias para a de£nicao do trabalho. Esta investigacdo foi realizada
em dois meses e no principio do periodo letivo desse ano delimitamos a pesquisa. A
reforma do ensino secunddrio elaborada por Gustavo Capanema em 1942, em particu-
lar as propostas para o ensino de matemadtica, seria a temdtica do trabalho. Em 2001,
apresentei minha pesquisa obtendo a titulagdo desejada desde os dltimos periodos da
graduacio.

Logo ap6s a apresentacdo da Dissertacao, fui convidado pelo professor Dr. Wag-
ner Valente, da Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo, um dos professores da
banca, para proferir uma palestra, junto ao Programa de Estudos P6s-Graduados em
Educagcdao Matematica, sobre a temdtica por mim desenvolvida. Em 2002, apresen-
tei duas Comunicacdes Cientifcas (VI Encontro Capixaba de Educacdo Matematica e
VI Encontro Brasileiro de Estudantes de P6s-Graduagdo em Educacio Matematica),
cujos temas derivaram da pesquisa realizada no Mestrado. Em abril do ano corrente,
apresentei o trabalho “A Matemdtica do Curso Secunddrio na Reforma Gustavo Capa-
nema’”, no V Seminario Nacional de Historia da Matematica, realizado em Rio Claro,
cujo texto, aceito para publicac¢do nos anais, € um resumo da Dissertacdo de Mestrado.
Nesse mesmo semindrio foi lancado o segundo niimero da revista Historia e Educacdo
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Matemdtica, da Sociedade Brasileira de Histéria da Matemética, onde o artigo Uma
colegdo revoluciondria, em co-autoria com Jodo Bosco Pitombeira e José Lourengo
da Rocha foi publicado. Recentemente apresentei uma Comunicagdo Cientifca no 3°
Encontro de Educacao Matematica do Rio de Janeiro, denominada Colégio Pedro I,
Euclides Roxo e a Historia da Educacdo Matemdtica no Brasil. Desde entdo, venho
observando que realmente este campo € inexplorado e muitas vezes desconsiderado
por alguns pesquisadores e o trabalho que £z foi uma pequena parte da histéria da
Educagdao Matematica no Brasil.

Em agosto de 2002, fui contratado pela Universidade Estacio de Sa para lecionar a
disciplina Histéria da Matemadtica, no Curso de Licenciatura em Matemédtica, dividida
em dois cursos, atualmente alocados no 2° e no 5° semestre.

2. Uma Historia da Educacao Matematica no Brasil

No Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estacio de S4, temos a
oportunidade de dispor de duas cadeiras dedicadas a Histéria da Matemaética. Desta
forma, o primeiro curso, alocado no 2° semestre como citado, objetiva situar a Mate-
matica como uma manifestacdo cultural de todos os povos em todos 0s tempos mos-
trando que tal ciéncia ndo se desenvolveu independente das necessidades sociais e
da cultura geral, construir conhecimento matemadtico do futuro professor e imprimir
historicidade nas disciplinas do curso. Nao cabe aqui expor detalhadamente o de-
senvolvimento dado a este curso, basta observar que o mesmo também se trata ainda
de uma experiéncia de uma disciplina de Histéria da Matemdtica no ensino superior,
como algumas propostas relatadas no 1° Coloquio de Histéria e Tecnologia no Ensino
da Matematica'.

Motivado pelas pesquisas realizadas durante o curso de Mestrado e por didlogos
como os professores Jodo Bosco Pitombeira e Wagner Valente, resolvi propor para o
segundo curso, alocado no 5° periodo, a disciplina Historia da Educacdo Matemdtica
no Brasil.

Objetivo deste curso é oferecer aos alunos uma visdo geral do desenvolvimento
histérico do ensino de Matematica no Brasil. Como a£rma Valente (2002),

“a trajetéria da matemdtica escolar — da matemdtica ensinada no ensino
fundamental e médio — revela periodos de completa dissociacdo entre a
producdo dos matemadticos e a matemdtica das escolas; no entanto, esse
percurso inclui, ainda, ocasides em que sao 0s proprios matematicos que
elaboram a matematica escolar. Cabera, portanto, a disciplina ‘Historia da
Matematica’ levar os futuros educadores matematicos a compreensao de

IPara maiores detalhes, confra CARVALHO, Luiz Mariano, GUIMARAES, Luiz Carlos (org). His-
toria e tecnologia no ensino da matemdtica: v. 1. Rio de Janeiro: IME-UERIJ, 2002.
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como foi sendo constituido o saber com o qual trabalham: a matemaética
escolar” (p. 94, grifos do autor).

Inicialmente tratamos das origens do ensino de matematica, que “comegou a acontecer
de maneira intencional no periodo das antigas civilizagdes orientais” (Miorim 1998,
p-1). Passamos, entdo, pela antiguidade cldssica e as origens do ensino cldssico até
a periodo de renovagdo, como denominado por Miorim (1998). Temos como referé-
ncia, os dois primeiros capitulos desse livro: O ensino de Matemdtica: das origens ao
ensino cldssico e O ensino de Matemdtica: da estiagem a renovagdo.

Tendo como pano de fundo esta primeira parte, buscamos as origens da matematica
escolar no Brasil, onde o texto de Valente (1999), intitulado Uma historia da matemd-
tica escolar no Brasil (1730 — 1930), passa a ser nossa referéncia.

Valente, neste trabalho, busca as origens da matematica escolar no Brasil, tomando
como principais fontes os livros didaticos. Apesar de trabalhar com esse tipo de fonte,
seu objetivo ndo foi escrever uma historia dos livros didaticos de matematica, e sim

“averiguar que textos didaticos foram deixando marcas maiores na estruturacdo
dos contetidos, na seqiiéncia didatica e na organizacao da matemadtica elementar cons-
tituida para o ensino no Brasil durante os duzentos anos inicias de escolariza¢io desse
saber” (p. 20).

Valente divide seu livro em oito capitulos. No primeiro, denominado Em busca
das origens da matemdtica escolar no Brasil, o texto procura “revelar os resultados
das pesquisas realizadas sobre o ensino jesuitico para mostrar que as origens da ma-
temadtica escolar situam-se no ensino leigo e militar”, sendo estes objetos do segundo
capitulo intitulado Livros de matemdtica para a guerra: a arte de fortifcar e deitar
bombas. (p. 21). Seguindo com o capitulo Livros de matrizes da matemdtica escolar
no Brasil, Valente analisa “duas obras fundamentais para a estruturacao do ensino de
matematica no Brasil, que foram utilizadas entre nos desde o século XVIII”, a saber,
o Curso Matemdtico, de Bélidor, e Elementos de Aritmética, de Bézout (p. 22). No
quarto capitulo, Os livros dos cursos militares e a defni¢cdo dos conteiidos da ma-
temdtica, o autor busca a “de£ni¢do do conjunto de contetidos de matematica” que
poderiam ser ensinados aos que ja tinham “conhecimento das quatro operagdes fun-
damentais da aritmética” (p. 22). Segue com os capitulos A matemadtica: de saber
técnico para a cultura geral escolar e os primeiros diddticos, Os livros de C.B. Ottoni
como referéncia nacional para a matemadtica escolar, A escrita da matemdtica escolar
nas ultimas décadas do século e O encontro do colégio com a escola: as colecoes de
livros diddticos de matemadtica, onde, neste dltimo, o autor trata das colecdes F.I.C. e
E.T.D. Suas conclusdes estao descritas num capitulo a parte, denominado A construcdo
da matemdtica escolar tradicional no Brasil (1730 — 1930).

Dando continuidade, abrimos um paréntese e analisamos o trabalho de Beltrame
(2000), intitulado Os Programas de Ensino de Matemdtica do Colégio Pedro Il : 1837
— 1932, resultado de uma pesquisa feita durante o Mestrado em Matemética na PUC-
Rio. A autora, na dissertacdo tem como objetivo examinar a evolu¢io do ensino da
matemadtica no Brasil por intermédio dos programas desse colégio, ja que o mesmo foi
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uma referéncia nacional para o ensino secundéario brasileiro. O trabalho divide-se em
duas partes: o primeiro capitulo, onde sio analisados os programas do periodo Imperial
(1822 — 1889), e o segundo capitulo, onde € feita uma anélise do periodo Republicano
(1889 — 1932). Em anexo encontram-se os programas de ensino do Colégio Pedro II,
de 1850 até 1931. O trabalho constituiu-se, segundo a autora, de duas tarefas: localizar
o maximo de programas de ensino de matematica do Colégio Pedro Il e analisar as
mudancas que ocorreram, de um programa para o outro, em relacao ao contetido, bem
como a sua distribui¢do ao longo dos anos, tendo por base, as reformas curriculares
ocorridas.

Em seguida, passamos a nos deter num periodo de grande importancia para a E-
ducagdo Matematica brasileira, que por muitas vezes £cou esquecido: as primeiras
décadas do século XX. Nesta parte do curso analisamos as mudancas operadas dentro
do Colégio Pedro II, propostas pelo entdo professor catedratico Euclides Roxo. Tais
mudancas, redexo de movimentos internacionais de reforma no ensino de matematica,
foram de grande importancia para a disciplina, jd que pela primeira vez o estudo de
Aritmética, Algebra e Geometria passam a ser ministros sob a denominacdo de Ma-
tematica. Como determinado por Rocha (2001), neste momento houve a “criagdo”
da disciplina “Matematica”. Estas mudancas e as propostas de Euclides Roxo sdo in-
corporadas na reforma do ensino secundario empreendida por Francisco Campos, em
1931, e na Reforma Gustavo Capanema, em 1942. Temos como base para esta parte o
texto de Rocha (2001) e a pesquisa por mim realizada durante o curso de Mestrado na
PUC-Rio (Dassie, 2001), sintetizados em Dassie & Rocha (2003).

Na préxima parte do curso analisamos 0 Movimento da Matemética Moderna, onde
o texto de Soares (2001), Movimento da Matemdtica Moderna no Brasil: avanco ou
retrocesso?, passa a ser a principal referéncia. Segundo a autora, o objetivo da pesquisa
foi

“relatar com mais detalhes o que foi o0 Movimento da Matemética Mo-
derna, como foi desenvolvida e implantada a Matematica Moderna no Bra-
sil, quais foram suas caracteristicas e induéncias mais importantes, quais
foram as conseqii€ncias positivas e negativas do Movimento e quais foram
seus personagens principais” (Resumo).

Finalizamos o curso com uma breve andlise das mudancas que estdo sendo operadas
no ensino de matematica, redexo das pesquisas que vém sendo realizadas em ambito
nacional nas ultimas duas décadas.

Além dos trabalhos descritos, outras pesquisas podem servir de apoio para uma dis-
ciplina como esta, como por exemplo, Tavares (2002), Werneck (2003) e Zuin (2001).

As aulas constam de discussdes sobre os textos descritos, que sdo previamente
£chados.

A avaliacdo dos alunos é feita por meio de dois trabalhos elaborados durante o
curso. O primeiro consiste na leitura e apresentacdo dos capitulos de Valente (1999),
além da confeccao pelo grupo de uma resenha do respectivo capitulo. O segundo traba-
lho, elaborado individualmente, desenvolve topicos da temética que ndo sao abordados
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durante as aulas, como por exemplo, leitura de outras dissertacdes e teses sobre a histo-
ria da educacdo matemaética, comparacao entre programas de ensino e livros didaticos
indicados nos mesmos, andlise de instru¢cdes metodoldgicas de alguns programas de
ensino e o desenvolvimento de algum conceito de matematica elementar ao longo do
periodo abordado.

Além de atingir o objetivo citado — oferecer aos alunos uma visdo geral do de-
senvolvimento histérico do ensino de Matemdtica no Brasil — os debates t€ém propor-
cionando comparacdes com as atuais caracteristicas no ensino desta disciplina, bem
como a abordagem de temas, tais como, politicas publicas e pesquisa em Educacdo
Matemdtica.

Esta disciplina vem despertando o interesse de alguns alunos para com a pesquisa
historiograf£ca. Em particular, no segundo semestre de 2003, foi elaborada uma pes-
quisa sobre vida e obra de Aardo Reis, Bacharel em Ciéncias Matemdticas e Enge-
nheiro Gedgrafo e Civil, autor de livros didaticos adotados o£cialmente nos anos 1895
— 1898, no Colégio Pedro II. Assim, acreditamos que esta experiéncia, que vem sendo
posta em pratica desde o 1° semestre do ano letivo de 2003, venha, também, propor-
cionar um resgate das idéias educacionais brasileiras no que diz respeito a Educagdo
Matematica.
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Resumo As linguagens escrita (simbolica e discursiva), pictorica e computa-
cional sdo combinadas em um trabalho semestral na disciplina “Geometria Plana e
Desenho Geométrico”, para Licenciatura em Matemdtica. Desenvolvida com aulas
teoricas e prdticas, esta disciplina contou com a ferramenta da Geometria Dindmica
(programa Tabulee) para as atividades de laboratorio. Aspectos historicos contextua-
lizam o estudo, permeado pelos elementos de criagdo, sistematizagdo e reRexdo. Uma
atividade concreta ilustra esta dindmica de ensino-aprendizagem.

Palavras-chave Geometria Dindmica; Ensino-Aprendizagem; Linguagem Es-
crita; Interatividade.

Abstract Written (in symbols and words), pictorial and computational langua-
ges are combined in a semester’s work of the subject “Plane Geometry”, for prospec-
tive Mathematics teachers. Developed by means of theoretical and practical classes,
this subject had the support of the Dynamic Geometry software Tabulee for the com-
putational activities. Historical aspects put the study in perspective, permeated by
creation, systematization and reRection. A concrete activity illustrates this dynamic of
teaching and learning.

Key words Dynamic Geometry; Teaching and Learning; Written Language;
Interactivity.

123



124

Anais do II HTEM

1. Apresentacao

Este trabalho relata a experi€ncia vivida por duas professoras universitdrias no con-
texto da disciplina “Geometria Plana e Desenho Geométrico”, no primeiro semestre de
2003, oferecida para estudantes de Licenciatura em Matematica do periodo noturno da
Universidade Estadual de Campinas. A proposta da professora responsavel pela dis-
ciplina, primeira autora deste texto, aliava o uso de régua e compasso aos programas
de Geometria Dinamica (GD) como ferramentas para motivar a descoberta, a consta-
tacdo e a investigacdo de resultados. Na sistematizacdo da aprendizagem, foi incen-
tivado o registro, por escrito, do raciocinio utilizado. A disciplina teve seu contetido
distribuido semanalmente entre aulas tedricas (2h) e préticas, em laboratério compu-
tacional (2h). O ensino-aprendizagem combinando diferentes formas de comunicagdo
despertou o interesse da pesquisadora, segunda autora deste texto, que acompanhou
criteriosamente o desenvolvimento da disciplina ao longo do semestre.

2. A escrita na busca de signif£cados

Diversos pro£ssionais da area do ensino vém experimentando diferentes aborda-
gens em sala de aula na busca de uma melhor compreensao e interpretagdo do objeto
de estudo pelos seus alunos. Algumas experiéncias no ensino da Matemadtica envol-
vem uma mudanga de énfase exclusiva do uso de férmulas para a utilizacdo de outras
linguagens, que incluem a escrita discursiva. Powell (2001) e Lopes (2002) apontam a
utilizacdo da escrita como possibilidade de contribuir para a melhoria do processo de
ensino-aprendizagem da Matematica.

O uso da linguagem escrita nas aulas de Matemdtica vem acompanhando a autora,
responsavel pela disciplina, em sua trajetoria pro£ssional na Universidade desde 1999.
Pequenos textos, tais como “biografas matematicas” e “bilhetes de £m de aula”, car-
tas, mapas conceituais acompanhados de texto, glossario e didrios foram instrumentos
utilizados nas disciplinas de Calculo (de uma e de vérias varidveis), de Algebra Linear
e de Complementos de Matematica para a Quimica.

3. A linguagem computacional na Geometria

A existéncia de diversos programas computacionais que propiciam a abordagem
dindmica da geometria tem atraido a aten¢do de diversos pro£ssionais de ensino. No
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caso da professora responsdvel pela disciplina, a concep¢ao da proposta diferenciada
de trabalho adveio da combinagdo de dois fatores principais: a experiéncia prévia com
atividades computacionais no ensino de Célculo de uma e de vdérias varidveis, e a
disponibilidade de um programa de Geometria Dindmica essencialmente nacional: o
Tabulce.

Este software foi desenvolvido pelo grupo da Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro liderado pelos professores Luiz Carlos Guimaraes e Elizabeth Belfort e alia ca-
racteristicas dos programas Cabri-Géomeétre e Geometer’s Sketchpad. Segundo Gui-
mardes, Belfort e Barbastefano (2003)

A interface grafca do Tabule permite que o usudrio escolha, a cada passo, entre
os modos de construcdo adotados pelos Cabri e pelo Sketchpad, e denominados por
Bellemain (1992) de “verbo-nome” e de “nome-verbo”. Ou seja: primeiro defne-se a
acdo, e depois escolhem-se os objetos (Cabri) ou vice-versa (Sketchpad).

As caracteristicas do programa Tabulce propiciaram um ambiente favordvel para o
desenvolvimento de atividades investigativas' na disciplina em questdo.

4. Comunicacao com e sem palavras

As atividades de laboratério da disciplina possuiam uma estrutura comum que abri-
gava dinamicas Xexiveis de trabalho para contemplar a investigacdo proposta. Esta
estrutura compreendia: Introducdo e objetivos, Preparacdo, No laboratorio e Para
entregar.

Figura 1: Pranchas utilizadas em uma das atividades investigativas de laboratério
(extraidas de Nelsen, 1993 pags. 3 e 4).

Para exemplifcar, descreveremos uma das doze atividades propostas no semestre,
intitulada Teorema de Pitagoras. A Figura [I| ilustra duas das seis pranchas disponibi-
lizadas para o desenvolvimento do trabalho no laboratério.

Investigacdo Matemdtica se relaciona ao desenvolvimento de atividades em que as situagdes pro-
postas sdo abertas e as questdes ndo estdo completamente formuladas, permitindo ao aluno se envolver
na atividade, de forma criativa, desde o primeiro momento (Segurado, 2002)



126

Anais do II HTEM

Estas duas pranchas se destacaram entre as demais em funcao da preferéncia dos
estudantes. A prancha da esquerda, adaptada de Chou Pei Suan Ching (autor desconhe-
cido, cerca de 2007 a.C.) foi a mais escolhida (28%) enquanto a da direita (Bhaskara,
século XII) ndo foi trabalhada por nenhum aluno.

Nas instrucdes para esta atividade, entregues em sala, os trechos correspondentes
aos itens Introdugdo e Objetivo, No laboratorio e Para entregar foram os seguintes:

Introducio e objetivos

Nesta atividade, o Teorema de Pitdgoras é abordado sob os pontos de vista geo-
métrico, analitico, algébrico e histdrico. Iniciamos com a retomada da sua prova
( e a de seu reciproco) usando a teoria de semelhanca de tridngulos (capitulo 5
do livro-texto, Rezende & Queiroz, 2000). A seguir, tendo como base a axioméa-
tica do capitulo 7 (Rezende & Queiroz, 2000), com os postulados e resultados
decorrentes envolvendo dreas de regides planas simples, resgatamos outras pro-
vas, envolvendo o conceito de drea. Este € o caso das provas sugeridas como
exercicios no capitulo 7 (exercicios 7.4 e 7.6), assim como a prova que aparece
nos Elementos de Euclides, recuperada como preparacdo desta atividade. No la-
boratdrio exploramos ‘provas sem palavras’ de Nelsen (1993), cuja justifcativa é
elaborada na forma de um texto escrito (carta para a tia Belarmina), a ser entregue
no £nal da aula.

No laboratério

Escolha uma das pranchas I —VI, em anexo, extraidas da referéncia Nelsen (1993),
e explore a construcdo correspondente no programa Tabulee. Seu objetivo € a
busca de elementos para compreender e interpretar a imagem escolhida, tornando-
o(a) capaz de explicar como ela pode ser usada para mostrar o resultado expresso
pelo Teorema de Pitdgoras.

Para entregar

Prepare uma carta para a sua tia Belarmina, explicando a ela a ‘prova sem pala-
vras’ da prancha correspondente a escolha que vocé fez no laboratério, que deve
ser especif£cada claramente. Como apoio para a sua argumentacao, inclua £guras
e nomeie os elementos geométricos que julgar necessarios (pontos, retas, segmen-
tos, angulos, etc.). Mas lembre-se, ja faz um bom tempo que a sua tia Belarmina
estudou geometria! Vocé deve ajudé-la a lembrar-se de tudo o que for essencial
para acompanhar e compreender o seu texto.

Cabe destacar que cada atividade proposta continha uma lista das referéncias bi-
bliografcas que, além de embasar o material proposto, oferecia subsidios aos alunos
para um aprofundamento.

Na atividade do Teorema de Pitdgoras, em especial, a preparagdo constava de um
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detalhamento das demonstracdes deste teorema e seu reciproco?, presentes de forma
sucinta no livro-texto da disciplina (Rezende & Queiroz, 2000). A prova para este
teorema, que consta nos Elementos de Euclides, escritos por volta de 300 a.C., foi
abordada em forma de um exercicio preparado com base em Moise & Downs (1971).
Neste exercicio havia um roteiro de encaminhamento da prova em linguagem sim-
bélica, acompanhado do diagrama do ‘capelo franciscano’ ou ‘chapéu de noiva’ (cf.
Eves, 2002, p.182), resgatando assim aspectos histéricos do contetido®. As justifcati-
vas que garantiam a legitimidade da demonstracao deveriam ser entregues pelos alunos
no inicio da aula de laboratério.

’Dada a proposicio "se p entdo ¢", sua reciproca é "se ¢ entdo p".
3Uma referéncia atual que aborda demonstragdes para o Teorema de Pitdgoras e seus aspectos his-
toricos € o artigo de Silva & Lorenzoni (2001/2002).



128

Anais do II HTEM

5. Algumas consideracoes

Todas as atividades desenvolvidas ao longo da disciplina fazem parte de um dos
blocos do material de andlise da pesquisa de doutorado, em fase de desenvolvimento,
da segunda autora deste trabalho.

O acompanhamento criterioso e sistematico da pesquisadora de todo o processo
vivido e experimentado pela turma de Licenciandos, pela professora responsavel e por
ela mesma remete a alguns indicios iniciais sobre a utiliza¢do de diferentes formas de
comunicacdo e registro no ensino de um contetido especifco de matemdtica (geome-
tria).

Considerando a aprendizagem dos alunos durante o curso, a escrita, menos formal
e ndo exclusivamente simbdlica, revelou-se uma maneira por meio da qual a com-
preensdo matematica pode ser desenvolvida e avaliada de maneira signifcativa. As
diferentes formas de comunicacdo dos alunos, consigo mesmos € com outros, parece
viabilizar a constru¢do de diferentes redes de saberes, responsaveis pela compreensdo
do signi£cado do contetdo objeto de estudo.

As vérias formas de comunicacdo, em especial, a escrita, aparecem como ferra-
mentas poderosas de mediacdo do processo de ensino aprendizagem da matemaética.
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Resumo  Para analizar a utilizacdo do software Mathematica no processo de
ensino/aprendizagem de Cdlculo na Universidade Federal de Ouro Preto foram cons-
tituidos dois grupos de alunos da disciplina Cdlculo IlI. Apenas em um deles usou-
se o referido software. Feita a comparacdo das médias £nais dos alunos dos dois
grupos, comprovou-se diferenca signifcativa, havendo alcangado melhor desempenho
a equipe que utilizou o software.

Palavras-chave  Software Mathematica ; Processo de ensino/aprendizagem;
Cdlculo.

Abstract We used the software Mathematica in the process of the teaching and
of the learning of Calculation in the Federal University of Ouro Preto. To analyze its
effect in the discipline Cdlculo II, two groups of students were constituted: in one of
them was used referred him software; in the other, the students didn’t have contact
with him. Done the comparison of the students’ averages ends, was proven signifcant

'Este texto é aperfeicoamento do trabalho apresentado no III Simpésio Iberoamericano de Investi-
gacién y Educacién realizado pelo ICCP, no Centro de Convenciones Pedagégicas, de 1 a 4 de fevereiro
de 2000, na cidade de La Habana, Cuba, e publicado no Caderno de Restimenes, pagina 39, do artigo
“Usando el software Mathematica en la ensefianza del Calculo” apresentado e publicado na integra nos
Anais do XXXVIII Congresso Brasileiro de Ensino de Engenharia, realizado pela ABENGE, na UFOP,
de 29 de outubro a 01 de novembro de 2000, porém de acesso mais dificil porque em CD-ROOM e espa-
nhol. Uma versdo mais completa e atualizada foi apresentada na Mesa Redonda Informética e Educacdo
Matematica no I Encontro Regional de Educacdo Matemadtica da Unimontes/SBEM-MG, realizado em
Montes Claros-MG, de 13 a 14 de setembro de 2002.

131



132

Anais do II HTEM

difference among the groups, having reached better acting the team than it used the
software.
Key words Mathematica software; Teaching/learning; Calculus.

1. Introducao

A complexidade da Matemdtica e da Educacao exige que os tedricos e os agentes da
Educagdo Matematica estejam permanentemente atentos as transformacdes profundas
da sociedade. A dindmica cambiante da situacdo mundial vem exigindo, por isso,
que esses profssionais entendam a necessidade de constantes atividades de revisao e
aperfeicoamento.

Assim, em julho de 1996, na Espanha, durante o 8° Congresso Internacional de
Educagao Matematica (ICME 8), tomamos conhecimento da existéncia dos pacotes
computacionais que estavam sendo utilizados como apoio e£ciente no ensino de Cal-
culo, Algebra Linear, Equagdes Diferenciais e outras disciplinas, em universidades
estrangeiras, facilitando a compreensao e despertando maior interesse nos alunos para
a aprendizagem. Acreditamos que nenhum professor de Matemadtica pode, hoje, igno-
rar o poder desses softwares, dos quais o Mathematica parece ser o mais utilizado. Até
nas empresas, mesmo no Brasil, utilizam-se pacotes computacionais € £nanciam-se
projetos com o objetivo de divulgacdo e/ou desenvolvimento profssional, podendo-
se citar, a titulo de exemplo, o Convénio Unesp-IBM, assinado em 1993 e citado por
(Bicudo, 2000, p.5).

Em razdo, pois, das exigéncias atuais impostas pelo desenvolvimento cientifco e
tecnoldgico, de superacio de paradigmas, e das di£culdades no processo de obtencdo
e manuten¢do de empregos, 0 ensino ndo pode mais se centrar em cdlculos e na aula
copiada, que € criticada por Demo (1996). O importante €, além da adequacdo do
computador a resolucdo de problemas, a economia de tempo, para usi-lo em tarefas
nobres. Assim, € necessario humanizar o saber, de modo que o homem e a miquina
ocupem o lugar a que cada um faz jus e a Educacdo Matematica contribua para essa
construgao.

Na verdade, j4 estd ocorrendo verdadeira revolug@o no ensino de Calculo, Geome-
tria, Algebra Linear e de Matematica em universidades brasileiras e existem softwares
utilizados como apoio e£caz também no ensino de outras disciplinas, facilitando a
compreensao e despertando maior interesse nos alunos pela aprendizagem.

Essas questdes ganham destaque quando se fala da Engenharia e da Licenciatura
em Matemadtica. Se, para o primeiro curso, € preciso saber usar essas ferramentas
de trabalho, os educadores matematicos deverdao desmistifca-las e utiliza-las bem, no
aperfeicoamento do processo de ensino/aprendizagem dos que vao ser professores de
Matemdtica.

Ja ndo se admite mais despender tempo com célculos manuais, se eles podem ser
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realizados por uma mdquina. Os programas de computador, com visualizacdo de graf-
cos de certas fung¢des, calculos, manipulacdes simbdlicas e anélise quantitativa, podem
tornar vidvel a solu¢do de problemas, o que antes era quase impraticavel. O que nao
se pode perder de vista € que os pacotes computacionais ndo devem ser vistos como
madquinas de ensinar, mas como, por exemplo, possibilidade de visualizar curvas e su-
perficies no espago, construir grafcos de fungdes, além de auxiliar na resolugao de
problemas, permitindo a redexao critica e o desenvolvimento de idéias .

Esta €, entre outras, uma boa razao para o uso da informéatica na Educacao Matema-
tica: possibilitar situagdes de resolug@o de problemas, objetivando desenvolvimento do
raciocinio e autonomia do aluno para a construcao do conhecimento. Vdrios autores
tém estudado a questdo e entre eles Borba (1999) e Tikhomirov (1981), a titulo de
exemplo.

2. Experiéncia com a Informatica Educativa

A nossa relacdo com a Informatica Educativa, assim denominada por alguns auto-
res, como Oliveira (1999), teve inicio com o estudo do software Mathematica. Para
isso, utilizamos bibliografa pertinente, como ALVAREZ et all (1994), BRADEN et
all (1992), este ultimo mais completo para os nossos propdsitos, e um texto de TA-
NEJA (1995), que € mais fécil de ser utilizado pelos alunos, mas que ndo € sufciente
para o estudo do Célculo Diferencial e Integral. A partir disso, passamos a utilizar
o software Mathematica no processo de ensino/aprendizagem do Célculo III e, em
algumas ocasides, oferecemos minicursos ou ofcinas (Viana, 1997, I EMEM-Ouro
Preto/MG; Viana, 1998a I EREM-Ouro Preto/MG; Viana,1998c, VI ENEM-C-504-
Sado Leopoldo-RS; Viana e Maia, 2000b, I EMEM-Belo Horizonte-MG), pretendendo
somente informar aos participantes desses eventos a existéncia de softwares matemati-
cos e oferecer introducdo ao software Mathematica, com objetivos como a constru¢ao
de grdfcos de fungdes e, sobretudo, incentivo ao prosseguimento de estudos (formagao
continuada) nas escolas de origem, utilizando os livros j4 existentes.

Orientamos trés bolsistas do Programa de Iniciacdo a Pesquisa, o PIP, da Pro-
Reitoria de Pés-Graduacdo da UFOP. O primeiro no uso do software Mathematica
em Calculo (Viana e Couto, 1998b), o segundo em pesquisa para analisar a validade
do uso do mesmo software no processo de ensino/aprendizagem do Calculo II (Viana
e Pires, 1999a) e o terceiro em outro projeto de pesquisa (Viana e Pires, 2000d), que
utilizou o software “QSR NUD*IST 4” para analisar as respostas abertas dadas a duas
perguntas de dois questiondrios da pesquisa da nossa tese de doutorado, referentes as
exigéncias atuais para a formagao do professor de Matematica.

Também tivemos um bolsista do Pr6-Ativa/Prograd/UFOP, na elaboracdo de um
manual a ser utilizado pelos alunos de Calculo na aprendizagem do software Mathe-
matica (Viana e Maia,1999b).
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A partir da experi€éncia com o software Mathematica, foi possivel elaborar um ar-
tigo para o XXXVIII CONGRESSO NACIONAL DE ENSINO DE ENGENHARIA,
publicado integralmente nos ANAIS do evento (Viana, 2000b).

Trabalho preliminar também foi apresentado no III SIMPOSIO IBEROAMERI-
CANO DE INVESTIGACION Y EDUCACION organizado pelo ICCP, na cidade de
La Habana-Cuba, que foi publicado no Caderno de Resumos, (Viana, 2000a),

Atualmente, estamos iniciando a orientacdo de bolsista do Programa de Inicia-
cdo Cientifca, o PIBIC, também da Pré-Reitoria de Pds-Graduacdao da UFOP, em
pesquisa que tem o objetivo de analisar o sistema de avaliacdo do processo de en-
sino/aprendizagem da Matemdtica em escolas do Ensino Fundamental, séries £nais,
de Ouro Preto- MG, sendo possivel o uso de algum software para andlise das respostas
abertas a entrevistas e questiondrios.

3. Pesquisa para analisar a validade do uso do software
Mathematica no processo de ensino/aprendizagem do
Calculo I1

A principio, ndo podiamos garantir que a utilizacdo do software facilitava a apren-
dizagem do aluno. Assim, realizamos estudos no sentido de entender se tal utilizagao
realmente havia produzido melhores resultados na aprendizagem do Calculo III. Em
primeiro lugar, comparamos as médias £nais das turmas da disciplina Calculo III da
UFQOP, do primeiro e segundo semestres letivos do ano de 1998, ou seja, comparamos
as médias dos alunos que aprenderam a usar o software com as dos que ndo apren-
deram. Sem utilizar medidas estatisticas, somente por meio de simples observacoes,
foi possivel ver que havia diferencas: os alunos que aprenderam a usar o software
obtiveram resultados melhores que os daqueles que ndo aprenderam.

A seguir, também com uma bolsista do PIP, foi feita outra pesquisa com dois grupos
de estudantes da disciplina Célculo II, com o objetivo de verifcar se a utilizagdo do
Software Mathematica realmente facilitava a aprendizagem, isto €, se havia diferenca
signifcativa entre os resultados obtidos pelos estudantes que aprenderam a utiliza-lo e
resultados obtidos por aqueles que ndo tiveram tal oportunidade.

A utilizacao do software foi ensinada a um grupo de alunos matriculados na dis-
ciplina Célculo II, mas todos os alunos matriculados em Calculo II foram convidados
a participar das aulas do curso que era dado extraclasse. As aulas foram dadas pela
bolsista, no periodo noturno (extraclasse), uma vez por semana, durante o semestre,
cerca de 15 (quinze) aulas. A seguir, foram comparados os resultados £nais do grupo
de estudantes que aprendeu a utilizar o software com os resultados do grupo que nao
aprendeu. Consideraram-se as seguintes hipoteses:
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Hy (hipdtese zero): nao hd diferencga signifcativa entre o grupo de controle e o
grupo experimental, com respeito ao desempenho na disciplina Calculo II.

H; (hipétese um): hd diferenca signifcativa entre o grupo de controle e o grupo
experimental, com respeito ao desempenho na disciplina Célculo II.

O teste estatistico Mann-Whitney? mostrou que a diferenca é signi£cativa no nivel
de signifcancia « 0,05, pois foi obtido o valor para a probabilidade de signif£cancia
p de 0,0197, o que implica a rejeicdo da hipétese zero (H,). Isso leva a conclusio
de que ha diferenca signifcativa entre o desempenho académico dos estudantes que
aprenderam a usar o software Mathematica na aprendizagem da disciplina Calculo II
e o desempenho dos que ndo aprenderam.

Com relacdo ao indice de aprovados na disciplina, a porcentagem do grupo que
aprendeu o software foi de 88.88% enquanto a do outro grupo foi de 50%.

Conclui-se, entdo, que trouxe bons resultados o software Mathematica no processo
de ensino/ aprendizagem da disciplina Célculo II.

4. Consideracoes Finais

Apesar de ser esse resultado obtido com um método confdvel, a anélise estatistica,
€ preciso ponderar que € dificil atribuir o sucesso somente a aprendizagem/utilizagao
do software Mathematica. Isso porque os alunos que aprenderam a usa-lo se mos-
traram interessados, desde o inicio, pois se inscreveram nas aulas extras por op¢do
pessoal. O tnico aluno inscrito que ndo participou das mesmas foi reprovado na dis-
ciplina por desisténcia, o que impediu que a porcentagem de aprovacdo do grupo que
se inscreveu para aprender o software fosse de 100%. Além disso, com a experiéncia
obtida na utilizagcdo do software em

aulas de Calculo III, parece que conseguimos induenciar outros professores, para
utilizd-lo em Célculo I e em Equagdes Diferenciais. Com as respostas dadas pelos
alunos aos questiondrios de auto-avaliacdo, aplicados nos £nais dos semestres letivos,
somos levados a considerar que, de fato, vale a pena utilizar um software matematico
para auxiliar o processo de ensino /aprendizagem do Calculo.

Pela exigiiidade do tempo e espaco, ndo se vai ater as perguntas contidas nesses
questiondrios, no entanto € preciso registrar que os alunos foram bene£ciados pelo
trabalho em duplas, tanto no Laboratério de Recursos Computacionais (LABMAT)
quanto na sala de aula comum e em trabalhos extraclasse, segundo afrmacdes dos
mesmos. Esses resultados levam a crer que uma das relevancias deste trabalho foi au-
xiliar o aperfeicoamento do processo de ensino/aprendizagem do Calculo Diferencial
e Integral, que tém, nos dltimos anos, ndo s6 na UFOP, mas também em outras ins-

%Esse procedimento foi sugerido pelo professor Dr. Vicente Garibary Cancho do Departamento de
Matematica da UFOP que muito gentilmente forneceu-nos este método de andlise dos dados.
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tituicdes de Ensino Superior, indices inaceitdveis de reprovacdo. Para comprovar, é
sufciente ler os relatorios de resultados £nais das disciplinas relacionadas ao Calculo.
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Resumo A introducdo diddtica de tecnologias no ensino bdsico de matemd-
tica exige pesquisas que envolvem o estabelecimento da metodologia e andlise das
atividades de conteiido e de avaliacdo. Neste trabalho, apresentamos relato de uma
experiéncia que envolveu o ensino de funcdo linear com calculadora grafca em con-
texto de ensino integrado, dentro de um projeto de colaboracdo entre a Universidade
Federal de Sdo Carlos e escolas puiblicas de Ribeirdo Preto.
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Abstract The didactical introduction of technology in basic school classrooms
requires research work that involves the defnition of methodology and analysis of the
activities, in content and of assessment. In this paper we report about an experiment
on the teaching of linear function with graphic calculator, in the context of integrated
instruction, performed within a collaboration project between Universidade Federal
de S.Carlos and public schools of Ribeirdo Preto.
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1. Introducao

A introdugdo de ferramentas tecnoldgicas na pratica escolar constitui um dos as-
pectos inovadores nas diretrizes que norteiam a educagdo bdasica, como podemos ob-
servar nos recentes documentos o£ciais, por exemplo, os Parametros Curriculares Na-
cionais para Ensino Fundamental-Matemética (PCN-Matematica,1998). Na pagina 43
desta referéncia, lemos que:

“(pela inuéncia dos recursos de informdtica)... insere-se mais um desafo para a
escola, ou seja, o de incorporar ao seu trabalho, tradicionalmente apoiado na oralidade
e na escrita, novas formas de comunicar e conhecer”.

Uma das maneiras mais faceis de entender a insercdao da tecnologia no contexto
educacional é seu uso como um meio de comunicagao de informagdes, por meio de
aparelhos de comunicacao (projetores, TVs, videos, £lmes, etc) e de cursos via redes
eletronicas. Porém, a induéncia dos recursos tecnoldgicos na pratica educacional é
muito maior, principalmente na disciplina de Matematica. A possibilidade de inova-
¢do metodoldgica com auxilio de informadtica € citada nos PCN’s, por exemplo, nas
paginas 44 e 45. Esta possibilidade constitui um campo novo de pesquisa que se abre
em muitas frentes de trabalho, em andamento em todo o mundo. A pesquisa nesta
linha merece uma atenc¢do cuidadosa dos educadores, especialmente de uma disciplina
importante como Matematica. Em (Perrenoud, 2000), o autor levanta um questiona-
mento (pg 139) sobre “...se os professores irdo apossar-se das tecnologias...para mu-
dar de paradigma' e concentrar-se na criacdo, na gestdo e na regulacio de situagdes
de aprendizagem.” Em (Baldin, 2002b) a autora discute diferentes maneiras com que
variadas tecnologias podem ser inseridas numa sala de aula, para contribuir a compre-
ensdo do papel da tecnologia no planejamento de aulas com metodologias inovadoras.
Para avancar nesse campo de pesquisa é necessdrio que as propostas de atividades
sejam acompanhadas de um treinamento de professores na ativa, principalmente nos
aspectos conceituais do conteido e metodologia adequada. A atividade de avaliacdo,
por sua vez, constitui etapa importante para legitimar propostas de novas metodologias
que contribuam para a pratica escolar condizente com os PCN’s. Neste artigo, apre-
sentamos uma experiéncia concreta de uso de tecnologia nas aulas de Matematica do
Ensino Fundamental, dentro da orientacdo de Ensino Integrado, outro item importante
das novas diretrizes educacionais.

2. Tema da Atividade

Em 2002, o Projeto de Atualizacdo de Professores do Ensino Fundamental e Mé-
dio da Universidade Federal de Sao Carlos foi desenvolvido dentro do Projeto Pré-
Ciéncias, com £nanciamento da CAPES/FAPESP, e, pela primeira vez neste tipo de

' Destaque no texto original
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projeto, houve uma estreita colaboracdo da Secretaria de Estado da Educacgdo e das
delegacias de ensino regionais. Isto permitiu uma organizacao dos professores parti-
cipantes por escola, por delegacia, e também pela proximidade das suas cidades para
trabalhar um item importante dos Parametros Curriculares, que € o trabalho em equipe.
Através desse tipo de trabalho, o desafo foi construir atividades de um ensino inte-
grado. Dentro das orienta¢des sobre Temas Transversais, o tema escolhido por um
grupo de professores das escolas publicas de Ribeirdo Preto foi “Energia dos Alimen-
tos e Saude”, com integracdo das atividades de Biologia, Quimica, Fisica, Lingua Por-
tuguesa, Educacdo Fisica e Matematica, sendo esta disciplina objeto deste trabalho.
Por limitacdo das paginas, omitiremos o conteido detalhado das atividades interdisci-
plinares.

3. Atividade de Matematica

Dentro das atividades do projeto “Energia dos Alimentos e Satde”, uma questao
abordada foi a relag@o entre o bem-estar (conceito subjetivo, ligado ao padrdo de beleza
atual) e o peso ideal (resultado objetivo, derivado de conhecimento cienti£co) de um
adolescente, o que tem evidentes ligacdes com uma alimentagdo saudavel e equilibrada
em calorias.

Um dos conceitos pesquisados e estudados pelos proprios alunos das escolas dos
professores participantes foi o conceito de Indice de Massa Corporal (IMC) e de Taxa
Metabdlica Basal (TMB). O desenvolvimento das aulas sobre esses conceitos leva na-
turalmente a interpretagdo das férmulas e cdlculos matematicos. Estes envolvem de-
pendéncia de parametros varidveis como altura, peso e idade, com respectivas unidades
de medicdo. Portanto, atividades com estas férmulas trazem signi£cados para o pro-
cedimento matematico que se relaciona com informagdes sobre o corpo do estudante,
estabelecendo uma contextualizagao.

Em particular, uma atividade com calculadora grafca TI-92 plus foi realizada para
o estudo do conceito de IMC, dado pela férmula:

IMC = P/ A2, onde P é a massa do corpo medido em quilogramas (kg) e A é a
altura medida em metros (m).

Por ocasidao da realizagdo da atividade, cada aluno pode considerar sua propria
altura como uma constante e, assim, pode modelar seu IMC como uma funcdo da
varidvel x (= Peso (massa) em kg). O aluno deve reconhecer que x € escolhida como
varidvel da fun¢do, pois seu peso x realmente pode variar através da alimentacao e/ou
exercicios fisicos, num espaco razoavelmente curto de tempo.

Assim, chega-se a modelagem da férmula de IMC, para cada aluno, como:

IMC = k*x, onde k = 1/ A%e x € 0 peso em kg. Isto leva ao estudo da funcdo linear.

As faixas de intervalos de IMC fornecem critérios para classifcacdo do estado de
obesidade de uma pessoa. A seguinte informacao sobre IMC pode ser obtida no sitio
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/Iwww. webcalc.com.br/

Abaixo de 19: Peso abaixo do normal

Entre 19 e 25: Faixa desejavel de peso

Entre 26 e 29: Peso acima do desejdvel

Entre 30 e 40: Obeso

Acima de 40: Obesidade excessiva

A atividade de Matemadtica constituiu-se em cada aluno estudar grafcamente o
seu IMC em funcdo da variacdo de seu peso, situando as faixas de seu peso ideal.
Nesse estudo, foi importante a conceituacdo de varidveis independente e dependente,
a andlise do comportamento de funcao crescente relacionado ao coe£ciente angular k,
e interpretacdo deste como uma taxa de variacdo. Esta taxa de variacdo foi também
trabalhada como uma grandeza que varia inversamente proporcional ao quadrado da
altura.Devido a natureza dos dados numéricos que a funcao envolve, torna-se natural
a utilizacao de uma ferramenta tecnoldgica.

4. Atividade com Calculadora Grafca

A utilizacdo da tecnologia portatil (no caso, calculadora grafca TI-92 plus) foi
extremamente e£ciente, primeiro por trazer um ambiente informatizado para sala de
aula comum de uma escola publica. A aplicacdo das atividades ocorreu em 2002 e
2003, em escolas publicas sem capacidade de oferecer sala informatizada para as clas-
ses. Em segundo lugar, o uso de calculadora personaliza a atividade, permitindo que
cada estudante modele grafcos individualmente e também faca andlises comparativas
com grafcos de seus colegas. Assim, se estabelece um ambiente dindmico de apren-
dizagem, com participacdo de todos. As interpretacdes dos grafcos e respostas as
questdes levantadas trouxeram signif£cados as aulas de Matemdtica para muitos estu-
dantes, antes desmotivados. Por falta de espaco, limitamo-nos a apresentar uma tela
da calculadora, na seguinte Figura [l].

A Figura [[] representa uma tela da calculadora em que aparecem grafcos de IMC
de dois alunos, respectivamente com 1,78m de altura e 1,56m. Podemos, de imediato,
fazer um questionamento sobre qual das retas representa o grafco correspondente aos
dados de qual aluno. As faixas horizontais representam as faixas de IMC para clas-
sifcacdo do peso ideal. O cursor interativo da calculadora permite explorar diversas
questdes, dinamicamente. Por exemplo, na Figura [I| temos a leitura de coordenadas
do cursor, que signifcam que o aluno de altura 1,56m teria que emagrecer se pesasse
69kg, pois seu IMC seria 28,2541. Por outro lado, o colega de 1,78m de altura, ndo
tem problemas em pesar 69kg.

Através desta atividade com calculadora, diversos conteidos de fun¢do linear pu-
deram ser trabalhados, varios problemas puderam ser formulados e resolvidos em co-
nexao com fatos reais. Referimos a (Baldin, 2002a) para o roteiro de atividades com
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Figura 1: Tela de andlise comparativa de dois grafcos de IMC.

calculadora e uma orientac@o sobre as questdes matemadticas pertinentes a atividade.
Observe-se que o planejamento e a execugdo de aulas com esta atividade contém
caracteristicas de ensino/aprendizagem presentes nos PCN’s (p. 91)

5. Avaliacao

A avaliacdo foi feita tanto quantitativa como qualitativamente, relativa ao rendi-
mento em questdes de Matematica e ao sentimento dos alunos no contato com tecno-
logia. Também foi feita uma redexao dos professores participantes do projeto sobre
o treinamento no uso de tecnologia e na metodologia de ensino integrado na sua pra-
tica de ensino. O questiondrio de avaliacdo da reacdo dos alunos ao uso de tecnologia
foi elaborado a partir de uma adaptaciao de (Berry, 2002). Em 2002, o questionério
foi aplicado para cerca de 75 alunos de duas escolas publicas de periferia de Ribeirdo
Preto, com dois professores partlclpantes Entre as questdes, havia indagagdes sobre
a ligacdo entre “aula com tecnologia” e “a melhora no entendimento de matematica,
aceitacdo e expectativas quanto a outras aulas com metodologia inovadora”. Houve
unanimidade quanto a aceitacdo da metodologia, mas, como esperado, a escola que
apresenta maiores indices de indisciplina e de violéncia escolar apresentou indices de
melhora no entendimento (divididos em ‘muito favoravel’ e ‘favoravel’) menos favo-
raveis do que a outra, em que os alunos se entusiasmaram com a aula. Em 2003,
as atividades foram realizadas na E.E. Alberto Santos Dumont, nas classes de quatro
professores, incluindo as da segunda autora deste trabalho, que atuou como agente

2 Agradecemos a Carlos Alberto dos Santos pela dedicacio e empenho na execucio deste trabalho
na EE Irene Dias Ribeiro
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multiplicador junto a 10 outros colegas, professores de Matemdtica. Participaram 120
alunos e as reacdes foram as mais favordveis possiveis, gerando expectativas para mais
aulas inovadoras. As questdes de Matemadtica para avaliacdo do desempenho aborda-
ram questdes e problemas sobre fun¢do linear contidas no Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM). Houve melhora sensivel de 12% sobre o nimero de alunos que ti-
nham conceito “D”, antes dessas aulas. Além de melhorar o desempenho, € animador
constatar o aumento de auto-estima e confanca dos alunos em relacdo a Matematica.

6. Observacoes Finais

Por ser um resumo, ndo pudemos detalhar mais aspectos deste trabalho, nem apre-
sentar tabulacdes dos resultados das avaliacdes. Nestas linhas £nais, queremos sali-
entar alguns aspectos que consideramos essenciais. Aulas inovadoras trazem novas
perspectivas de ensino para as escolas, porém a indisciplina e a violéncia sdo fatores
que constituem um grave problema a ser enfrentado por educadores, para que as inici-
ativas nao percam efeito. Foi também fator importante, para o sucesso da atividade, o
aprendizado do trabalho em equipe dos professores, imprescindivel para executar pro-
jetos de ensino integrado sobre temas transversais. O treinamento para atualizacdo de
professores, tanto em conteido como metodologias que utilizam tecnologias, € muito
importante para estimular auto-estima e iniciativas dos professores. Mesmo os profes-
sores da E.E. Alberto Santos Dumont, que receberam treinamento mas ndo puderam
aplicar aula com calculadoras, afrmaram que “o treinamento pedagdgico propiciou
nas suas classes uma abordagem mais e£caz no estudo de grafcos de fungdes”.
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Resumo Através de animacgoes realizadas com o GNUPLOT, exploram-se con-
ceitos envolvidos no estudo de posicoes relativas entre retas e planos no espago. Sdo
analisadas ainda distor¢oes visuais, causadas pela md utilizagdo dos recursos ou por
limitacoes intrinsecas de cada aplicativo. Desta forma, £ca evidente o papel do edu-
cador como mediador do uso de novas tecnologias no ensino de matemdtica.

Palavras-chave posicoes relativas, simulagées no GNUPLOT

Abstract We explore the concepts of relative positions between straight lines
and planes through simulations done with the software GNUPLOT. We analyse visual
distortions caused by the angle of the graphic window, which can interfere in the cor-
rect classifcation of the relative positions. We point out to the necessity of a critical
view of every computational result.

Key words relative positions, simulations with GNUPLOT.
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1. Introducao

Neste trabalho vamos utilizar o recurso computacional de construir seqiiéncias de
grafcos indexados por um ou mais parametros e sua exibi¢do seqiiencial com um curto
espaco de tempo entre um grafco e outro, produzindo o efeito de animagdo. Nosso
objetivo principal é produzir um material de apoio para o ensino de geometria analitica
que motive a ligacdo entre a forma analitica de se tratar elementos geométricos com
resultados computacionais que os representam. Para isso, o aplicativo escolhido foi
o GNUPLOT [6] por ser de distribui¢do gratuita, possuir sintaxe simplifcada e por
permitir o tracado de grafcos através da execucdo de arquivos de comandos.

Este aplicativo foi desenvolvido inicialmente por Thomas Williams e Colin Kelly
em 1986, com o objetivo de criar um programa que lhes permitisse visualizar as equa-
¢Oes matematicas relacionadas ao trabalho que desenvolviam na época. Hoje o GNU-
PLOT [7] e [8] encontra-se na versdo 3.7 para WINDOWS e para UNIX, possuindo
mais de vinte colaboradores para sua extensdo, sendo utilizado para o tragado de graf-
cos em duas ou trés dimensdes, tanto a partir de arquivos com dados numéricos, quanto
a partir de expressoes algébricas.

Na utilizacdo de qualquer aplicativo com £nalidade de visualiza¢do de grafcos é
importante a observacdo de uma série de parametros envolvidos, como por exemplo,
o dominio da funcdo, as escalas utilizadas na janela grafca [2], o angulo com que os
grafcos tridimensionais serdo apresentados em relacdo ao usudrio, escalas relativas
entre diferentes grafcos a serem tragados num mesmo sistema de eixos, entre outros.
Mais do que isto, segundo Sierpinska [1], € fundamental que se tenha consciéncia que
as varias representagdes possiveis fazem parte de um tnico conceito geral, apesar das
limitagdes que cada uma possa apresentar. Especifcamente em geometria analitica, o
estudo de posi¢Oes relativas entre retas, entre planos e entre retas e planos [4] pode
£car extremamente prejudicado, se o usudrio nao estiver atento a estas questdes.

Neste trabalho, foram desenvolvidas animagdes em trés dimensdes para estudar
posicdes relativas entre curvas e superficies no espago, exempli£cando distor¢des cau-
sadas pelo angulo de visualizac@o da janela grafca composto ainda com rotacdes dos
elementos estudados. Como resultado, estas animacdes, além de exemplifcarem a
necessidade de uma utilizacdo critica de pacotes computacionais, sdo também bons
recursos diddticos para o tema, pois permitem que o professor explore e aprofunde
conceitos como projecdo, distancias e erros cometidos em aproximacdes, a partir de
situagcdes dubias produzidas pelo aplicativo computacional.

2. Desenvolvimento

O aplicativo GNUPLOT realiza grafcos tanto de fungdes quanto de equagdes na
forma paramétrica. Para grdfco de func¢des em duas ou trés dimensoes, X € y sdo
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assumidos pelo aplicativo como sendo as varidveis independentes, ja na forma para-
métrica t é utilizado como pardmetro livre no tragado de curvas bidimensionais e u e v
sdo0 os parametros para gra£cos em trés dimensdes.

2.1 Equacao paramétrica da reta:

Seja {0, —>, 7, ¥ } um sistema de coordenadas canomco a equagao vetorial da
reta r que passa por A(z1,y1, 1) na diregdo de W = a 0 + b? +c k ¢ dada por:

P=A+4uw ,ondeuéo parimetro livre.

Ou seja, qualquer ponto P genérico da reta r tem coordenadas que satisfazem a
relagdo:

(z,y,2) = (z1,11, 21) + u(a, b, ¢), para algum pardmetro v dado.

Ou ainda, podemos escrever:

(xayv Z) = (:El + au, Yyi + bua 21 + CU)

Teremos entdo as equagdes paramétricas da forma:
r=uz(u) =z +au

r: y=y(u) =y +bu
z=z(u) =2z +cu

2.2 Equacao paramétrica de um plano

ﬁ
Seja A(xg, Yo, z0) um ponto e h = (a1,by,c1) e g = (as, by, cz) dois vetores ndo
H

colineares . Um ponto P(x,y,z) pertence ao plano 7 que passa por A e € paraleloa h
e ¢, se, e somente se, exitem u e v tal que {AP, h, ¢’} formam um conjunto LD, ou
seja

— — N

AP =uh +vg,eem coordenadas escrevemos :

(z — 20,y — Yo, 2 — 20) = u(az, ba, c2) + v(az, ba, c2)
Desta forma, as equagdes paramétricas do planos sdo:

r = x(u,v) = xo + uay + vasg
y = y(u,v) = yo + uby + vby
z = z(u,v) = 2o + ucy + vea

Posicao relativa entre retas:

Para classifcarmos duas retas r; € 7, como sendo concorrentes ou reversas, € ne-

I : . . — — 7\ .
cessario verifcar, considerando A; € 1, Ay € 19, se 0 conjunto (v7, v3, A1 As) é LD
ou LI, respectivamente.

Para que duas retas r; e r sejam classifcadas como paralelas distintas, seus ve-
tores diretores devem ser linearmente dependentes, v; = m.vy, e ainda r; N ry = @.
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Ao estudarmos estas posi¢des com o auxilio de um pacote grafco € fundamental a
observacao do dngulo com que o griafco é feito em relagdo ao usudrio, para que se
possa compensar a deformagdo da imagem causada pelo aplicativo. Tais deformagdes,
se ndo consideradas com cuidado, podem levar a conclusdes totalmente erradas.

2.3 Posicao relativa entre retas e plano:

Dada uma reta de equacdo r : X = (xg, Yo, 20) +u(m, n, p) e um plano de equacao
7 X = (x1,y1,21) + u(ag, by, c3) + v(ag, by, c3). Sejamos vetores w = (m,n,p),
vetor diretor daretae h = (ay,by,c1) e g = (a, by, cz), vetores linearmente inde-
pendentes e paralelos a 7. Podemos classif£car entdo

e rtransversal a 7: quando (W, K?)

e rparalela a m: quando (W, K?)sﬁo LDernNm=¢

. . — T~
e restd contida em 7: quando (W, h, g )sdioLDerNm =r

Para sabermos se » C m basta substituirmos um ponto de r na equagdo do plano.
Grafcamente, deve-se tomar o novamente cuidado com possiveis distor¢coes devido a
rotagcdes do sistema de eixos.

3. As animacgoes

Com o comando set parametric, ativa-se o modo paramétrico no GNUPLOT e
pode-se tragar o grafco de retas e planos no espaco, utilizando sua formulagdo para-
métrica [5]. A sintaxe para se tragar o grafco nesta forma é: splot x(u,v),y(u,v),z(u,v)
para £guras no espaco, e plot x(t),y(t) para £guras no plano. Através de testes 16gicos,
pode-se criar seqiiéncias de grafcos indexados por um parametro, o que possibilita
criar animagdes no aplicativo GNUPLOT. Entre as simulagdes sugeridas, pode-se vi-
sualizar retas mudando seu angulo, enquanto permanecem contidas no mesmo plano
ou enquanto permanecem paralelas. Outra possibilidade € o tracado de transversais a
um plano, que aparentemente pertencem a este, mas devido a mudanga no angulo de
visdo das animacdes ao longo do tempo, revelam sua verdadeira posicao relativa.

Na criacdo de exemplos que contemplem estas situagdes, foram feitas animagdes
nas quais o angulo de visao das retas € alterado e ainda o angulo entre elas também ¢é
modifcado. Para se produzir tais efeitos, aplica-se a matriz de rotagdo a um dado vetor
diretor da reta.
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Seja a reta de equagdo paramétrica dada por: x=(u,l,1). Aplicando a seguinte
matriz de rota¢do sobre suas coordenadas, temos:

1 0 0 u u
0 cos(a) —sen(a) : 1| = cos(a) — sen(a)
0 sen(a) cos(a) 1 sen(a) + cos(a)

Obtém-se assim a equacdo paramétrica de uma reta, indexada pelo parametro a que
indica o angulo de rota¢do. Para cada escolha feita paraa, 0 < a < 7, areta ird
sofrer uma rotacao de angulo a £xado. A partir deste conceito, podemos fazer a reta
girar no espacgo de acordo com a matriz de rotagdo utilizada.

4. Experiéncia Pedagogica

Através da prética vivenciada durante um minicurso de 20 h/a oferecido a profes-
sores de ensino médio de escolas locais, observou-se que a partir dos conhecimentos
basicos do aplicativo o educador tem condicdes de construir exemplos que ressaltam
propriedades geométricas entre retas e planos e suas intersec¢des. No entanto, quando
confrontados com resultados computacionais “contraditérios” a formulacdo analitica,
os professores do grupo apresentaram reagdes similares as descritas em [2] e [3], acei-
tando o resultado fornecido pelo aplicativo como sendo conclusivo.

A exploracdo das “inconsisténcias” entre as simulacdes grafcas e a formulagao
analitica provocou uma ampla discussdo durante o minicurso com relagdo a aspectos
que eram desconhecidos do grupo, como por exemplo, os possiveis erros que ocor-
rem em aproximagdes numéricas, distorcdes causadas por diferentes escalas para os
grafcos e eventualmente pelo seu angulo de visualizacao.

Retas FHeversas Retas Reversas
T 1 = 1+u, j‘, T
: Mgy :
: e L o
gt T 5
*1-T BT s 0F } \\\\ E h_—_____—__‘_————___
S et " P
; D\\ __/2—“(-’1(# —_:r?
TN BT e N
AN Bixo x
Paite 3] Parte [b)

Figura 1: Retas reversas no espaco.
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Na visualizacdo de posi¢Oes relativas entre retas € fundamental podermos distin-
guir o caso de retas concorrentes do caso no qual a interseccao € vazia. Através da
simulagdo ilustrada pela Figura [[, na parte (a) tem-se a impressdo de haver intersec¢io
entre as retas, ja na parte (b) percebe-se a verdadeira posicdo entre elas.

Retas Reversas Retas Reversas

— 'j‘\\

e 3 4
. T , \}c’) 5
3 .--";_ el 7
N b i

e ™

A <
Bixo . B J_U_.-—"’T’-f‘ﬂ
A e
4 \‘xﬂ’ FIEGR

Parte {a) Parte {b)

Figura 2: Reta reversas cuja distancia € menor do que a escala utilizada no tracado do
grafco.

Na Figura [}, apresentamos novamente um exemplo de retas reversas, no entanto
independentemente da rotacdo aplicada as retas (parte (a)) ou a janela de visualizacdo
(parte (b)), estas sempre parecem concorrer em um ponto. Esta distor¢do ocorre devido
ao fato da distincia entre as retas ser inferior a escala utilizada para o tracado dos
grafcos.

Com auxilio das matrizes de rotagdo e também com as mudangas nos angulos de
visualizagdo, pode-se em uma mesma animagdo propor diversas idéias. Na Figura
sdo apresentados 4 quadros de uma animagdo. Em cada quadro, as retas reversas so-
frem rotacdes distintas, sendo mantidos paralelos os planos que contém cada uma das
retas. Neste exemplo, observa-se novamente a induéncia causada pelos angulos da
janela grafca. Inicialmente ndo é possivel distinguir nenhuma posicao relativa entre
as retas e o plano £xado na £gura, mas ao longo da simulagdo a visualizacdo se torna
apropriada.

5. Conclusao

Este trabalho propoe a utilizacdo de simulag¢des e animacgdes grafcas como forma
de motivar o ensino/aprendizagem de geometria analitica, uma vez que ao longo da
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Figura 3: Retas reversas que sofrem rota¢des, mas permanecendo contidas em planos

paralelos.

elaboragdo de cada simulagio, cria-se uma série de novas possibilidades de andlise do

problema estudado.

De forma alguma um pacote computacional por si s ird fornecer todas as respostas
ao usudario, no entanto através de uma visao critica de seus resultados, educador e
aluno s@o estimulados a proporem novas questdes € a avangarem em direcdo a uma
compreensao mais ampla do objeto estudado.

Durante o minicurso, percebeu-se também uma grande aceitagdo por parte dos
professores participantes em utilizarem este e outros materiais de apoio em suas aulas

como forma de estimularem seu alunos em relagdo ao estudo da matemadtica.
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Resumo  Nessa comunicagdo, abordamos a questdo das funcionalidades das
expressoes algébricas e seu papel no ensino da matemdtica. Numa primeira parte
explicitamos o que chamamos de formas algébricas e como as justifcamos tanto do
ponto de vista da evolucdo da Matemdtica como do seu uso na resolucdo de problemas.
Numa segunda parte, abordaremos a questdo das formas algébricas no ensino e o uso
que os alunos fazem dessas formas na resolugdo de problemas.

Palavras-chave Expressdo algébrica, reconhecimento de forma.

Abstract [In this communication, we are exploring the question of the functiona-
lities of algebraic expressions and her role in math education. In a £rst part, we will
explicit what we call algebraic form and how we justify it from the math evolution as
from the problem solving point of view. In a second part, we are exploring the question
of the algebraic form in math education and how these forms are used in the student
problem resolution.

Key words Algebraic expression, pattern recognition.
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1. Introducao

Nessa comunicagdo apresentamos uma pesquisa iniciada em 1986 por um trabalho
de mestrado (Bellemain, 1986). Essa pesquisa nao foi prolongada na época. No en-
tanto, consideramos a questdo da funcionalidade das representacdes matematicas em
geral, e das representacdes simbdlicas, em particular, como tendo um papel importante
na resolucd@o de problemas matemadticos, particularmente no que diz respeito a dimen-
sdo heurfstica dessa resolugio. A funcionalidade das representacdes, associamos o re-
conhecimento de forma que € o lado perceptivo-cognitivo dessa funcionalidade. Pela
importancia desse reconhecimento na resolu¢do de problemas algébricos, queremos
prolongar essa pesquisa.

A motivacdo inicial desse trabalho vem da observacdo das difculdades dos alu-
nos em dar um sentido ao cdlculo algébrico, por exemplo, para as transformacdes das
expressoes algébricas, como a fatoragdo ou o desenvolvimento. Mesmo se os alunos
chegam a uma boa habilidade na transformagdo das expressdes, podemos observar que,
desde que se trata de resolver um problema que ndo € mais padrao, eles ndo sabem qual
transformacao realizar, ou efetuam transformacdes em fungcao de um contrato didatico
implicito, ou efetuam essas transformagdes errando, até onde eles ndo costumam er-
rar. O célculo algébrico escolar aparece, com freqiiéncia, como um exercicio de estilo,
uma retorica. Suas fungdes como modelizacio e resolu¢do de problema, como lingua
matematica, sdo pouco abordadas. A sintaxe e a “gramdtica” da lingua algébrica sao
aprendidas em detrimento de sua semantica. Em outros termos, os alunos ndo perce-
bem o cardter funcional das expressdes algébricas, cardter que condiciona a utilizagao
dessas expressdes e representa, nesse sentido, um elemento importante de semantica
das expressoes.

A pesquisa que apresentamos aqui estd num estado inicial e sua principal contribui-
¢do € de apresentar a problemadtica e uma direcao de pesquisa esclarecendo a questio
da funcionalidade das expressoes algébricas e o papel do reconhecimento de forma na
resolucdo de problemas de algebra, e recolhendo alguns dados a respeito do uso do
reconhecimento de formas algébricas pelos alunos.

O trabalho apodia-se sobre dois eixos principais. O primeiro consiste em observar,
através de um rdpido estudo de cardter epistemoldgico, a evolucdo do uso do simbo-
lismo na matemaética e a dimensao funcional desse simbolismo, destacando particu-
larmente a importancia das formas algébricas na resolucdo de problemas. O segundo
eixo trata dos diversos aspectos do ensino da dlgebra e o papel da funcionalidade das
expressoes algébricas nesse ensino. Uma observacao e andlise do uso do reconheci-
mento de forma algébrica na resolucao de problemas por alunos mostraram que eles
tém uma percep¢ao muito limitada da funcionalidade das expressdes algébricas. Para
prolongar o trabalho, um estudo das contribui¢des do computador para as questdes
de reconhecimento de forma e da funcionalidade das expressdes algébricas seria um
aporte interessante ao ensino da algebra.
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2. Funcionalidade das expressoes algébricas

Consideramos a funcionalidade das expressoes algébricas no sentido de Chevallard
(1989). A funcionalidade de uma expressao algébrica € caracterizada pelos tratamen-
tos ou deducdes que essa expressdo permite. Trata-se de informacdes que podem ser
tiradas diretamente da expressao, sem precisar transforma-la, mesmo se as transforma-
¢Oes possiveis fazem parte dos tratamentos permitidos pela expressdo. Por exemplo,
podemos diretamente a partir da expressao deduzir que os zeros de (x+1)(x+2) sdo
-1 e-2, ou que o grafco da fungdo: f(z) =x+1+2/x temareta y =x+1 como
assintota. As expressdes podem ser organizadas em tipos caracterizados pela relacdo
que cada expressdo representa: (z+1)(x+2) é um produto, x+1+2/x é uma soma.
A cada tipo de expressdo, associam-se tratamentos. Assim, sabemos que um produto
se anula quando um dos seus fatores se anula, ou podemos conhecer seu sinal em fun-
¢do do sinal dos seus fatores. Chamamos esses tipos de expressoes de formas pelo fato
que as representacdes simbdlicas tém uma dimensao perceptiva, uma vez que, uma das
func¢des do simbolismo € facilitar o trabalho da percepg¢do: € mais fécil reconhecer uma
fracdo em i—i; queem (x+1)/(x+ 2) . Essa organizag@o das expressdes algébricas
em torno de formas funda a pertinéncia do reconhecimento de formas algébricas uma
vez que esse reconhecimento d4 acesso a uma forma e, por meio dela, aos diversos
tratamentos possiveis de uma expressao. Nos casos simples, podemos reconhecer uma
expressao como um produto de fatores, dando acesso a seus zeros ou seu sinal. Em ca-
sos um pouco mais so£sticados, podemos reconhecer um produto notavel que sabemos
fatorar simplesmente. Em casos mais so£sticados ainda, reconhecemos uma integra-
¢do por parte para deduzir a integragdo de uma expressao. Além desses exemplos onde
o reconhecimento de forma serve para conhecer as transformacgdes possiveis de uma
expressao, o acesso a uma forma particular pode ser também o objetivo dessas trans-
formacdes, como € o caso, por exemplo, da fatoracdo cujo objetivo é chegar a uma
forma produto. A funcionalidade das expressoes algébricas € uma propriedade que
vai além dos poucos casos abordados no ensino (op. cit.), existem muitas formas de
escrever uma expressao e cada forma tem uma funcionalidade, trazendo seu conjunto
de informacao sobre as propriedades da expressao, e dos objetos que essa expressao
representa.

De fato, reconhecer formas é uma atividade comum e importante no célculo, porém
ela ndo tem nada de 6bvio, evoluiu com a construcao dos saberes e deve ser construida
para os alunos. Se o reconhecimento de forma tem uma dimensdo perceptiva, ele
tem essencialmente uma dimensdo cognitiva. Formas sdo reconhecidas em func¢do
de uma organizagdo perceptiva das expressoes, ela mesma guiada pelos tratamentos
susceptiveis de ser efetuados, e funcdo das situacdes onde esse reconhecimento tem
sentido.

A resolucdo de problemas € um dos principais motores da evolu¢do da matema-
tica, isso ndo somente pelas solucdes produzidas, mas também através dos objetos, das
linguagens, e dos métodos elaborados para produzir essas solugdes. Expressar o pro-
blema numa linguagem que permite resolvé-lo € talvez, tdo quanto a prépria solugdo,
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a parte mais importante dessa resolucao. O cédlculo aparece como uma forma sistema-
tizada de resolver os problemas. Dar ao cdlculo acesso a objetos consiste em abstrair
esses objetos, guardando certas caracteristicas e ocultando outras, para conseguir uma
representacio calculdvel. Trata-se também de modelizar o problema, ou seja reformu-
lar as questdes do problema no sistema de representagdes calculdveis. Desenvolver as
técnicas do cdlculo consiste em desenvolver algoritmos padrdes de transformacdes de
representacoes tipo.

3. Formas algébricas na evolucao da matematica

Nao podemos tratar de forma separada a evolu¢do do simbolismo e a evolucao
do pensamento algébrico, eles evoluiram juntos e de forma dialética. O simbolismo
evoluiu para ser mais funcional e permitir ao cdlculo algébrico ser mais e£ciente. O
célculo algébrico evoluiu pela utilizagcdo e estudo das regras de manipulagdo do sim-
bolismo. Consideramos quatro etapas na evolucdo do pensamento algébrico: algebra
das grandezas, dlgebra dos niimeros, dlgebra dos objetos matematicos e estruturas al-
gébricas. Da mesma forma, consideramos quatro etapas na evolucao do simbolismo,
acompanhando a evolucdo do pensamento algébrico: sistema de numeragdo, dlgebra
retdrica, dlgebra sincopada, dlgebra simbdlica.

- A elaboragdo dos sistemas de numeragdo corresponde a um nivel signifcativo de
abstracdo, necessitando que os objetos sejam agrupados em classes de equivaléncia.
Por essa abstracdo se consideravam grandezas mais que ndmeros € as operacoes ma-
nipulavam essencialmente grandezas, através de colecdes (algoritmo da multiplicagdo
dos egipcios) ou de métodos geométricos (usados pelos Babilonios), por exemplo. Os
Babil6nios chegaram a estudar e resolver por métodos geométricos (completando o
quadrado) problemas do segundo grau. Tratava se de uma élgebra das grandezas. A
numeragao evoluiu aumentando sua funcionalidade para a manipulacdo dos nimeros
com a numeragao de posi¢do. A posi¢do grifca dos digitos é uma informacao cogni-
tiva sobre o nimero representado.

- Com a dlgebra retdrica, problemas sao resolvidos e a descri¢do das resolucdes
¢ feita em lingua natural. A resolucdo de problemas precisava de ferramentas mais
efcientes e de uma linguagem mais funcional que a lingua natural, sobretudo no que
se tratava da elaboracd@o dessa resolucdo. Uma dessas linguagens era a geometria. Os
métodos geométricos de construcdo dos nimeros eram su£cientemente avancados e
sistematizados para permitir a Euclides construir, com a régua e compasso' /a e
até /{\/a + /b} . Situacdes algébricas eram associadas a formas geométricas: os
Babil6nios associavam problemas do segundo grau a transformagdo de um retangulo
em quadrado.

I A reta e a circunferéncia eram consideradas na época com as tinicas formas puras, sobretudo pela
escola de Platdo.
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- Na algebra sincopada, as exposi¢oes misturavam lingua natural e simbolos. Di-
ofante é o precursor da dlgebra sincopada e foi também um dos primeiros a resolver
equagdes sem geometria. Porém, mesmo se ele ndo usou algum simbolismo, certos
epistemologistas atribuem a Al Kwarizmi a verdadeira origem do pensamento algé-
brico. Ele estabeleceu que os métodos geométricos podem ser traduzidos por pro-
cedimentos algébricos e que as resolucdes podem ser justi€cadas sem a geometria. E
interessante destacar que ele ndo abordava as equagdes quadriticas como um tipo tnico
de equagio (ax2+bx+c=0), mas considerava seis formas possiveis, seis igualdades en-
tre ndmeros positivos. Nossas formas algébricas atual correspondem a um importante
nivel de abstracdo compativel com nossa concep¢ao de numero. Al Kwarizmi con-
siderava diversas equacdes porque nao usava nimeros negativos. Reconhecer formas
requeria um trabalho conceitual importante.

- Foram necessdrios diversos séculos para que a dlgebra evoluisse da sua forma sin-
copada a forma simbolica. As relagOes da dlgebra e da geometria evoluiram também.
Se as resolucdes de equacdes continuam usando a geometria: Cardan resolve equacoes
do terceiro grau completando o cubo, os matemaéticos sabem que resolucdes puramente
algébricas sdo possiveis. A auséncia de um simbolismo algébrico e£ciente ndo permite
essas resolucdes. A ruptura com uma abordagem exclusivamente geométrica das equa-
¢oes veio com Descartes e sua geometria. Ele introduz o simbolismo algébrico numa
forma proxima da forma que conhecemos hoje e sobretudo introduz um novo ponto
de vista sobre os objetos geométricos: eles ndo sdo associados as grandezas, mas a
equagoes, as formas geométricas correspondem a formas algébricas: conicas, cuibicas,
etc. A ruptura com as resolucdes geométricas € de fato uma outra forma de resolugdo,
desde que Descartes esforcou-se para ligar geometria e dlgebra através de correspon-
déncias entre métodos geométricos e algébricos.

Até a geometria de Descartes, temos uma dlgebra dos nimeros. Mas com o sim-
bolismo de Descartes, novos objetos podem ser estudados: polindmios, e mais tarde
func¢des, matrizes, e qualquer conjunto de objetos, numa algebra de objetos matema-
ticos. Por exemplo, Galois, no seu estudo das equagdes do quinto grau, interessa-se
mais pelo grupo das soluc¢des das equagdes que na suas proprias resolugdes, associando
tipo de equacdes com solugdes possiveis. Os matemdticos em seguida interessaram-se
pelas proprias estruturas algébricas, independentemente dos objetos considerados. O
simbolismo e suas regras de manipulagdo € o objeto de estudo, os simbolos ndo re-
presentam objetos, e desse ponto de vista ndo t€m signifcagdo. Portanto, do ponto
de vista cognitivo, as manipulagcdes desses simbolos t€ém signifcagdes, veremos essas
signifcagdes nas formas algébricas. Por exemplo, Hamilton construiu os quatérnios e
a analogia com os complexos é grande. As formas algébricas participam na constru¢cdo
de um signi£cado das estruturas algébricas.
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4. Reconhecimento de formas algébricas no ensino

Nao podemos dizer que as formas algébricas sao completamente ausentes do en-
sino da dlgebra. A maioria dos conteidos de dlgebra abordados trata de resolucao
tipica de situacdes padroes, ligadas a formas algébricas: resolugdo de equacao do pri-
meiro grau, segundo grau, sistema linear, desenvolvimento, fatoracdo, etc. Sao es-
sencialmente os saber-fazer associados a essas resolu¢des que sdo objetos de ensino, e
ndo as estruturas algébricas ou as propriedades dos objetos manipulados que justifcam
esses saber-fazer. Desse ponto de vista, o ensino da dlgebra aparece como focalizado
sobre a sistematizacdo de certas manipulagdes, sem que necessariamente seja abordada
a signifcacgdo dessas.

Além do mais, a questdo da evolu¢do do pensamento algébrico com os objetos que
ele manipula ao longo da escolaridade € pouco considerada. O simbolismo algébrico
¢ instalado e usado como se fosse algo 6bvio e natural. Para o aluno, os objetos a que
os simbolos conduzem estdo em constru¢do. Entre as multiplas fun¢des do célculo,
e do calculo algébrico em particular, sdo muito poucas as que sdo efetivamente abor-
dadas no ensino. E essencialmente a face automatizada do célculo, e nessa face sdo
os algoritmos de cdlculo que sdo trabalhados. A prépria elaboracdo dos algoritmos de
célculo, como a contribuicdo da automatiza¢io do célculo a resoluc@o de problemas,
ou a relacdo do cédlculo com o raciocinio deveriam constituir uma fase importante da
aprendizagem do calculo. Nao existem somente situagdes nas quais basta aplicar um
algoritmo para resolver o problema. Pelo contrério, com freqiiéncia, é necessério ra-
ciocinar, expressar o problema, reformular o objetivo em termos do célculo, antes de
aplicar um algoritmo. “A segunda face do cdlculo, aquela do célculo raciocinado € tao
importante quanto. O cdlculo € com freqii€ncia estratégico, metddico, antes de ser au-
tomatizado.” (Commission de rédexion, 2000). Nesse ponto de vista o reconhecimento
de forma tem um papel importante, ele contribui para a compreensdo da situacdo e a
algebrizagdo do problema, ou seja a de£nir quais sdo os objetivos em termo de formas,
das transformacdes algébricas a efetuar.

Um outro aspecto importante € a relacdo que existe entre o calculo e a construcao
dos proéprios conceitos. O célculo e a elaboragdo dos seus métodos participam da
elaboracdo dos conceitos. Os métodos gerais de hoje sdo resultado de uma evolugao
onde outros métodos parciais ou contextualizados foram usados.

Num experimento, mostramos a difculdade dos alunos em perceber a funciona-
lidade das expressdes, mesmo em se tratando de alunos manipulando com facilidade
diversas transformacdes de expressdo. A partir de um estudo inicial das varidveis di-
daticas, propusemos a alunos de “premiere” (2* ano cientifco) determinar as raizes e
calcular A(1/4), A(1/2), A(—3/2), A(100) e A(0) para A(x) dado por diversas
expressdes equivalentes: A(r) = (x — 1/4)* —49/16 ; A(z) = (z +3/2)(z — 2) ;
A(z) = z(x—1/2)—3 . O objetivo era observar a capacidade dos alunos de determinar
a expressao mais adaptada para cada operacao.
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Os resultados mostraram uma certa habilidade dos alunos em escolher a expres-
sd0 nessas situacOes faceis para a maior parte deles. Essa habilidade é mais limitada
no caso da determinacdo das raizes: alguns alunos usaram o descriminante depois de
ter desenvolvido uma das expressdes, e outros usaram a expressido candnica. E in-
teressante observar que mesmo num caso completamente padrdo, ndo aparece como
6bvio para os alunos que a forma fatorada (2) dé diretamente as raizes de A(x) . Os
fendmenos de contrato didatico podem ajudar a entender esse caso.

Numa segunda fase, foram feitas entrevistas com alguns alunos que participaram
da primeira. O objetivo dessas entrevistas era tentar conduzir o aluno a explicitar mais
as razdes da escolha de uma expressdo mais que uma outra. Apareceu a importancia de
fendmenos do contrato didatico nas decisdes dos alunos, eles escolhem as expressoes
em funcio da aplicacdo de métodos aprendidos recentemente. A questao da funciona-
lidade das expressdes € implicita e ndo € explicitada no ensino. Terminaremos com a
seguinte reposta de um aluno:

“Sim, me lembro de um dia que perguntei para o professor qual era o
melhor para usar? Ele respondeu, alids realmente nio respondeu, disse
somente: ‘Isso vocé sente’. Deve ser inato ver isso. N@o sei se é uma boa
explicacdo, deve ter coisas a reconhecer no nivel dos sinais, € material,
nao € algo miraculoso.”

Numa versao mais extensa do trabalho, apresentaremos também como o uso do
computador pode ter uma contribui¢do signi£cativa ao ensino da dlgebra, favorecendo
em particular a construcao de signifcado das expressoes algébricas através do reconhe-
cimento de formas em diversos quadros matematicos, entre eles o quadro algébrico e
0 quadro geométrico.



162

Anais do II HTEM

Referéncias

BELLEMAIN F. (1986) L’approche d’expressions algébriques par des éleves de
premiere, DEA, UJF, Grenoble

CHEVALLARD, Y. (1989) Le passage de I’arithmétique a 1’algebre dans I’ensei-
gnement des mathématiques au college, Deuxieme partie, Petit x, n“19, Grenoble.

COMMISSION DE REFLEXION SUR L’ENSEIGNEMENT DES MATHEMA-
TIQUES (2000), Rapport d’étape sur le calcul (http://www.eduscol.education.fr).



IlH EM 2 Coléquiode
Histdria e Tecnologia no Ensino de Matematica
pags: 163:@
Artigo selecionado
Luiz M. Carvalho e Carlos A. de Moura (editores)
ISBN: 85-89498-02-6 () 2004, Editora IME-UERJ

Comunicacao 20

UMA PROPOSTA DE PRE-CALCULO
COM ENSINO COLABORATIVO

A. C. de Castro Barbosa Claudia F. R. Concordido Claudio G. Carvalhaes

IME IME IME
UERJ UERJ UERJ
acch@ime.uerj.br concordido@ime.uerj.br carvalhaes@ime.uerj.br

Resumo  Neste trabalho, relatamos a experiéncia de implementacdo de uma
disciplina de Pré-Cdlculo na UERJ, cuja proposta principal é ajudar os alunos, de
diferentes cursos, a cursar satisfatoriamente as disciplinas de fisica e matemadtica de
seu curriculo. Empregamos uma metodologia baseada na proposta de Ensino Colabo-
rativo que visa aumentar a participagdo do aluno no aprendizado. Apresentamos uma
avaliagdo preliminar dessa experiéncia, bem como fatores extra-classe que tiveram
impacto nos resultados colhidos.
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Abstract In this work we report the implementation of a precalculus course at
UERJ. The course was created to help students from different programs to succeed in
Calculus and Physics courses. For the classroom work, we employed a methodology
based on Collaborative Learning to improve the student participation in the learning
process. We present a preliminary evaluation of the course as well as several extrane-
ous (to the classroom) factors that have played a role in the @ow of the course.
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1. Introducao

Os problemas relacionados ao ensino de Calculo I despertam cada vez mais a aten-
¢do de pesquisadores da drea de educacdo matematica (Lopes, 1999), (Kaput, 1997).
A disciplina de Pré-Célculo é uma proposta bastante comum no enfrentamento dessa
questdo e consiste em fornecer apoio em matemadtica elementar ao futuro aluno de
Calculo L.

Em geral, os estudantes apresentam difculdades no entendimento do conceito de
funcdo, interpretagdo e construcdo de grafcos e no conhecimento de fungdes notdveis,
que sdo requisitos fundamentais para o Célculo 1. E ainda comum se veri€carem de-
£ciéncias em operagdes com fracdes, potenciacdo, teoria elementar de polindmios e
geometria.

As de£ciéncias citadas se agravam pelo fato de, ndo raro, o aluno demonstrar pouca
independéncia para desenvolver seu estudo sem o acompanhamento de um professor
ou monitor, e também pela pouca capacidade de expressao de raciocinio (Malta, 2002).

Na UERJ, a disciplina de Pré-Célculo foi criada com a denomina¢ao de Matematica
Instrumental, através do Programa de Apoio ao Estudante de Graduacao (PAE/UERJ).
O PAE/UERIJ € um programa da Sub-Reitoria de Graduagao (SR1) que oferece apoio
académico e/ou £nanceiro ao aluno, objetivando sua permanéncia na Universidade.
A criacdo do PAE/UER]J estd fortemente ligada ao surgimento do sistema de cotas
na UERIJ. Essa nova realidade potencializa a necessidade de se trabalhar, de forma
extensiva, o contetido de matemaética basica com os alunos que possuem disciplinas de
matematica e/ou fisica na grade curricular.

A UERIJ recebe anualmente, no Campus do Maracand, mais de 1.500 alunos novos
em Calculo I, distribuidos da seguinte forma:

e Centro de Tecnologia e Ciéncias: Faculdade de Engenharia, Instituto de Fisica,
Instituto de Geociéncias, Faculdade de Geologia, Instituto de Matematica e Es-
tatistica, Instituto de Quimica.

e Centro de Ciéncias Sociais: Faculdade de Administracao e Financas, Faculdade
de Ciéncias Economicas.

Nesses cursos, a reprovacao em Cdlculo I (que € pré-requisito de pelo menos uma dis-
ciplina) prejudica o desenvolvimento do aluno, aumenta de forma acentuada o nimero
de turmas de Calculo I e pode até mesmo levar a evasao.

2. Metodologia

A escolha da metodologia foi feita observando que no Calculo I sdo verifcados:
elevado indice de reprovagdo, baixa compreensiao conceitual, baixa motivacao, alto
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indice de memorizagdo, pouca ou nenhuma participacdo em sala de aula, grande isola-
mento entre os alunos e conhecimento de matemdtica basica muito abaixo do exigido.

Nossa proposta foi desenvolver a disciplina num esquema de Ensino Colabora-
tivo. Nessa abordagem, as aulas ocorrem de forma a encorajar a participag@o ativa
do estudante no processo de aprendizagem. O objetivo principal € criar um ambiente
que envolva os estudantes na construcdo de conhecimentos de forma soliddria e que
os faca pensar sobre os conhecimentos construidos (Bruffee, 1993), (Johnson, 1986),
(Sheridan, 1989), (Barros et al., 2003).

As experiéncias com ensino colaborativo t€ém sido muito encorajadoras, mostrando
as seguintes vantagens (Barros et al., 2003): cria¢do de espirito coletivo, maior in-
dependéncia por parte do aluno, desenvolvimento de héabito de estudo e aumento da
habilidade de comunicacao.

3. Implementacao

3.1 Formacao das Turmas

A primeira experi€ncia se iniciou em junho de 2003, um més apds o inicio do pri-
meiro semestre letivo. A inscricdo na disciplina foi permitida apenas aos alunos recém
ingressados que possuiam Célculo na grade curricular. O numero total de inscritos foi
de 175 alunos. Desses, 144 foram selecionados para formar quatro turmas no campus
do Maracana. O critério de selecao empregado foi a nota na prova de matematica do
vestibular, tendo preferéncia os alunos com menores notas.

Foram oferecidos os seguintes horarios: £nal da manha, inicio da tarde, £nal da
tarde e inicio da noite. Cada turma foi organizada em grupos de quatro alunos e contou
com um instrutor. No primeiro dia de aula, cada aluno foi submetido a um teste que
de£niu seu grupo com o critério de heterogeneidade.

Ainda no primeiro semestre letivo de 2003, duas novas turmas da disciplinas foram
formadas com alunos que ingressariam na Universidade no segundo semestre.

3.2 Instrutores

A selecdo dos instrutores foi feita através de exame curricular e entrevista, dentro
do grupo de alunos dos dltimos trés periodos do curso de licenciatura em matematica.
Esses instrutores receberam auxilio no valor de R$190,00, em forma de uma bolsa de
treinamento oferecida pela UER] através da Sub-Reitoria de Graduacgao.

3.3 Caracteristicas das Aulas

As aulas sdo desenvolvidas de forma a encorajar a participacao do aluno e focadas
na compreensdo conceitual. As exposi¢des sao breves e seguidas da aplicacao de listas
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de exercicios de £xacdo resumidas (Listas de Fixacdo). Essas listas sdo desenvolvidas
em grupo e corrigidas durante a aula.

Foi empregado um esquema de colaboragdo em que os alunos se desenvolvem
ajudando e sendo ajudados pelo grupo. Todos os trabalhos sdo feitos pelo grupo que,
a qualquer momento, pode solicitar a ajuda do instrutor.

3.4 Programa da Disciplina

O programa da disciplina foi composto dos tépicos listados a seguir (Safer, 2003),
(Malta et al., 2002), (Iezzi et al., 1999).

e Conjunto dos nimeros reais: conjunto N, conjunto Z, conjunto Q, conjunto dos
numeros irracionais e conjunto R.

e Funcdes e grafcos: defnicdo, dominio e imagem de uma funcao, fungdes poli-
nomiais, raizes de equagdes, funcdes modulares, fungdes compostas e fungdes
inversas.

e Funcgdo exponencial e logaritmica: poténcias e suas propriedades, funcao expo-
nencial, de£ni¢do de logaritmo, sistemas de logaritmos, propriedades operatdria
dos logaritmos, mudanca de base e funcao logaritmica.

e Geometria: posi¢do relativa entre duas retas, poligonos, triangulos, quadriléte-
ros, circunferéncia e circulo, drea de superficies planas e volume de sélidos.

e Trigonometria: relacdes métricas no triangulo retangulo, circulo trigonométrico,
funcgdes trigonométricas, principais identidades, equacdes e inequacdes e fun-
coes trigonométricas inversas.

Os tépicos mencionados foram desenvolvidos direta ou indiretamente através do con-
ceito de funcdo. Desde o inicio do curso o aluno € continuamente confrontado com
problemas envolvendo fung¢des.

3.5 Material Empregado

As aulas se desenvolveram com a utiliza¢do de quadro de giz e listas de exercicios,
de forma intercalada. As listas sdo compostas de exercicios selecionados de modo a
orientar os alunos no desenvolvimento da disciplina. No inicio de cada aula o aluno
recebia uma nova Lista de Fixacdo referente ao assunto a ser tratado durante a aula.
Em cada sexta-feira distribuia-se, para cada grupo, uma Lista de Avalia¢cdo, abordando
a matéria discutida na semana. O prazo de devolucdo da Lista era de cinco dias e a
correcdo e entrega das notas se davam no prazo de uma semana.
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3.6 Avaliacao

O aluno ¢ avaliado de forma continuada, através de listas de exercicios feitas em
casa pelo grupo (Listas de Avaliacdo) e de provas individuais. Toda avaliagcdo € baseada
no contetido abordado nas aulas, de forma que o aluno participa do programa sem
surpresas, sabendo a cada passo exatamente o que estudar e onde estdo suas falhas. A
nota £nal (NF) € dada pela férmula:

P+ P+ P+ ML

NF =
4 )

onde P; representa a nota da i-ésima prova e ML a média de 11 Listas de Avaliagdo.
A disciplina ndo reprova, mas a nota £nal indica ao aluno o seu dominio sobre o
conhecimento basico requerido pelo Célculo 1.

4. Resultados e Conclusoes

Nossa primeira experiéncia com o Pré-Calculo se iniciou um més apds 0 comeco
do primeiro semestre letivo de 2003. Os alunos inscritos cursaram a disciplina simul-
taneamente com suas disciplinas regulares, inclusive com o préprio Célculo I. Essa
sobreposicao criou difculdades que, em muitos casos, levaram ao abandono da disci-
plina. Como resultado, as quatro primeiras turmas foram canceladas com apenas 75%
do cronograma planejado.

A justifcativa mais freqiiente para o abandono foi a incapacidade do aluno de
administrar seu tempo de estudo, o que o levou a optar por se dedicar as disciplinas
regulares, principalmente no periodo de provas. Uma outra justifcativa comum foi a
expectativa que alguns alunos tinham de que a disciplina funcionasse como um tipo de
monitoria, onde seriam esclarecidas dividas de Calculo I.

Uma outra justifcativa apresentada por vérios alunos foi a falta de recursos para
permanecer um turno a mais na Universidade e cursar a disciplina. Em alguns casos, os
alunos ndo apenas abandonaram as aulas de Matematica Instrumental, como também
as demais disciplinas do curso.

Alguns alunos entrevistados indicaram a incompatibilidade da carga horéria (72
horas-aula) com o contetido programatico. A disciplina foi planejada para funcionar
como uma introdugdo ao Célculo I, proporcionando ao aluno a revisao dos principais
topicos de matemaética do ensino médio. Porém, para a maior parte dos alunos, muitos
assuntos abordados eram novidades.

Apesar de todas as dif£culdades e das criticas apontadas, é unanime a opinido de
que a disciplina € importante e deve continuar sendo oferecida. Essa opinido é compar-
tilhada inclusive por alunos mais antigos na Universidade que solicitaram a formagao
de uma turma extra de Matemadtica Instrumental para alunos veteranos no segundo
semestre.
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Os dados preliminares de uma avaliacao que vem sendo feita em colabora¢do com
o Nucleo de Gestao e Avaliagdo da Faculdade de Educacdo da UERIJ classifcam os
seguintes itens como Bom ou Excelente: (i) local das aulas (instalacdes, mobilidrio,
acesso, temperatura e iluminac¢do); (ii) hordrio da disciplina; (iii) conteidos (adequa-
cdo, clareza, aplicag@o tedrica e prética); (iv) acdo docente (preparo das aulas, lin-
guagem e clareza das exposicoes, pritica de ensino, ritmo das aulas e ordenacdo dos
trabalhos); (v) atendimento a expectativa na disciplina.

A segunda experiéncia se iniciou um més e meio antes do inicio do segundo se-
mestre letivo. Foram formadas duas turmas com alunos que ingressariam na UERJ em
2003/2 e que foram convidados a cursar a disciplina, independentemente da nota ob-
tida no vestibular. Essas turmas tiveram um alto indice de presenga, até que se iniciou
o periodo letivo. A partir dai, as de£ciéncias da primeira experiéncia voltaram a se re-
petir, fazendo-se notar a necessidade de se criar um mecanismo que evite o abandono
da disciplina.

No momento encontram-se em funcionamento duas turmas, que se iniciaram duas
semanas apds o inicio das aulas do segundo semestre de 2003. Essas turmas sao com-
postas por calouros, repetentes e mesmo alunos que nao possuem Célculo I na grade
curricular. Para essas turmas, o programa se iniciou em “fun¢des reais de uma varidvel
real”. A matéria relativa a operagdes com nimeros reais foi prescrita como um tra-
balho de revisdo a ser feito em casa. Esta alteracdo torna a disciplina mais atraente,
pois aborda um assunto simultaneamente com o Célculo I, e também distribui melhor
o conteudo programatico.

O conhecimento que acumulamos nessas experiéncias nos faz acreditar que € possi-
vel diminuir de forma signifcativa a reprovacdo em Célculo I, fazendo do Pré-Calculo
uma disciplina obrigatdéria para os alunos ingressantes com baixo conhecimento em
matematica. O resultado concreto serd conhecido ao £nal do segundo periodo de 2003
(mar¢o de 2004), quando seré possivel analisar o desempenho desses alunos no Cal-
culo L.

Gostarfamos de registrar nosso agradecimento a todas as pessoas que estdo nos
ajudando neste trabalho, destacando-se os professores Jorge Guilherme de Aratjo Car-
valho, Diretor do IME, Ondina Maria Meleiro Ferreira, Diretora do Departamento de
Orientagdo e Supervisao Pedagdgica, e Isac Jodo de Vasconcellos, Sub-Reitor de Gra-
duacao.
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Resumo: O ambiente de geometria dindmica parece reforcar a prdtica habitual
entre alunos de generalizar resultados em geometria, a partir da simples verifcagdo
de alguns casos particulares. Usaremos o teorema de Napoledo, para explorar o
aspecto positivo desta prdtica. Apresentamos uma nova constru¢do (por rotagoes) do
triangulo de Napoledo, que nos permite provar o teorema de Napoledo, a partir da
verifcacdo de alguns casos particulares. A técnica usada obtém um polinomio que
¢ identicamente nulo se, e somente se, o teorema é verdadeiro, de tal maneira que
cada raiz do polinémio corresponde a um caso particular para o qual se sabe que o
teorema é correto. O que esta técnica mostra é que cabe ao professor escolher entre
duas alternativas: ou induzir o aluno a buscar um argumento geral (que é o que se faz
habitualmente), ou pedir que ele considere o problema de contar quantos exemplos
sdo necessdrios para que o resultado geral seja uma consegqiiéncia deles!

Palavras-chave: Matemdtica, geometria euclidiana, niimeros complexos.

Abstract: The dynamical geometry environment seems to stress the students com-
mon practice of generalizing geometric results, by inspecting a few particular cases.
The positive aspect of this practice will be explored through the geometric confgura-
tion of Napoleon’s theorem. The Napoleon’s triangle construction (by rotation) pre-
sented allows us to prove the Napoleon’s theorem by inspecting a few particular cases.
The employed technique obtains a polynomial that is identically null if, and only if, the
theorem is true, so that each polynomial corresponds to a particular case which is

171



172

Anais do II HTEM

obviously true. This technique shows that it is up to the teacher to choose between two
alternatives: to induce the student to look for a general argument, or ask him to con-
sider the problem of counting how many examples are necessary to make the general
result a consequence of them!

Key words: Mathematics, euclidean geometry, complex numbers.
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1. Introducao

Uma das maiores contribuicdes da geometria dindmica no ensino da matemética é
a de promover as préticas de investigacdo e elaboracdo de conjecturas. De forma facil
e efciente, propriedades geométricas podem ser testadas para um ndmero infnito de
confguracdes geométricas. A abordagem habitual entre alunos, alids, procede justa-
mente na dire¢do de obter exemplos da situagdo mais geral desejada. Apresentaremos
uma demonstragdo para o teorema de Napoledo que se inspira na geometria dindmica
por dois motivos:

1. A construgdo (por rotacdes) do tridngulo de Napoledo, apresentada aqui, possui
vantagens que podem ser consideradas muito proximas as encontradas num am-
biente dindmico, como por exemplo a continuidade dos pontos envolvidos nas
construgdes geométricas. Além disso, esta construcao engloba os dois casos da
construgdo cldssica, como veremos a seguir: os tridngulos interno e externo de
Napoledo. Esta vantagem € encontrada naturalmente quando usamos um soft-
ware de geometria dindmica.

2. A técnica usada na demonstracdo obtém um polindmio que € identicamente nulo
se, e somente se, o teorema € verdadeiro, de tal maneira que cada raiz do polind-
mio corresponde a um caso particular para o qual se sabe que o teorema € cor-
reto. Ao teorema de Napoledo, conseguimos associar um polindmio de grau 1 e,
entdo, com apenas dois exemplos (banais), provamos o caso geral. A geometria
dindmica proporciona uma 6tima visualizagdo deste fato, além de valorizar as
conjecturas feitas pelos alunos. O que a técnica mostra é que cabe ao professor
escolher entre duas alternativas: ou induzir o aluno a buscar um argumento ge-
ral (que é o que se faz habitualmente), ou pedir que ele considere o problema
de contar quantos exemplos sdo necessdrios para que o resultado geral seja uma
conseqiiéncia deles!

2. O teorema de Napoleao

Dado um tridngulo ABC qualquer, construa tridngulos equildteros apoiados exter-
namente (resp. internamente) sobre cada um de seus lados. O tridngulo externo (resp.
interno) de Napoledo é obtido unindo-se os baricentros X, Y e Z destes triangulos
(£gura I).

Teorema: Os tridngulos externo e interno de Napoledo de qualquer triangulo sao
equiléteros.
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Figura 1: O tridngulo externo de Napoledo, a esquerda, e o tridngulo interno de Napo-
ledo, a direita.

Na construgdo cldssica, como enunciada acima, o tridngulo de Napoledo nao esté
de£nido quando os vértices A, B e C s@o colineares; veremos que, para a constru¢ao
por rotacdes, o teorema pode ser enunciado para quaisquer pontos A, B e C: isso tem
a vantagem de representar em um Unico caso a construcdo dos tridngulos externo e
interno de Napoleado.

Empregar nimeros complexos para representar rotagdes serd especialmente van-
tajoso para nosso ponto de vista. Uma rotacdo de um ponto em torno da origem no
sentido anti-horario por um angulo ¢ é, simplesmente, o mesmo que multiplicar este
ponto pela constante e’

Esta notacao € usada na demonstracdo 1, onde as coordenadas de todos os pontos
envolvidos na constru¢do do triangulo de Napoledo sdo dadas explicitamente, em pre-
paracdo para a demonstra¢do 2 bem mais conceitual. As contas feitas na demonstra¢do
1 deixam claro um fato muito interessante: para mostrar o teorema de Napoledo, basta
verifcar que uma certa expressao afm em z(isto €, uma expressao da forma az+b, com
a e b constantes complexas) € igual a zero para qualquer valor de z! A escolha de z
estd relacionada com a disposi¢do dos vértices do tridngulo AABC. Uma expressiao
afm ¢ identicamente nula exatamente quando tem (pelo menos) duas raizes. Em ter-
mos geométricos, isto € o mesmo que encontrar duas confguracdes particulares para
as quais o teorema de Napoledo é verdadeiro. Em resumo, dois exemplos (dois casos
particulares!) para o teorema de Napoledo sao sufcientes para estabelecer o teorema
geral.

A construcao do tridangulo de Napoleao por rotacoes
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Sejam dados trés pontos, A, B e C, no plano. Construa tridngulos equilateros
sobre os segmentos AB, BC' e C'A, da seguinte forma: faga uma rotacdo de 60° no
sentido anti-horéario, dos vértices A, B e C em torno dos vértices B, C e A, obtendo
os pontos P, Q e R, vértices dos tridngulos equilateros AABP, ABC(Q e AACR,
respectivamente. Chamaremos o tridngulo de Napoledo obtido por rotacdoes ou mais
simplesmente, o tridngulo de Napoledo, aquele obtido pela unido dos respectivos ba-
ricentros X, Y e Z, dos tridngulos equilateros AABP, ABC(Q) e AACR.

Com esta construgdo, o tridngulo de Napoledo £ca bem de£nido para quaisquer
pontos A, B e C, inclusive quando eles sdo colineares ou coincidentes.

Sejam A, B e C pontos ndo colineares e dispostos no sentido anti-horério (resp.horério).
Note, pela £gura 2 (a) (resp.£gura 3(a)), que os tridngulos equildteros obtidos por rota-
¢coes correspondem aos triangulos equildteros externos (resp.internos) da versao clas-
sica.

(a) A, B e C ndo colinea- (b) A, B e C colineares
res

Figura 2: A construcdo do tridngulo de Napoledo por rotagdes.
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(a) A, B e C nio co- (b) A, B e C colinea-
lineares res

Figura 3: A construcdo do tridngulo de Napoledo por rotagdes.

Assim, o triangulo de Napoledo é o mesmo que o tridngulo externo (resp.interno)
de Napoledo. Desta maneira, a constru¢@o por rotagcdes nos permite enunciar o teorema
cldssico, nos casos em que o tridngulo de Napoledo € externo ou interno.

Teorema: O tridngulo de Napoledo € equilatero.

Demonstracao 1 (notacao complexa):

Seja o tridngulo AABC no plano complexo, de forma que o vértice A esteja na
origem e B em 1. De£na z como o nimero complexo associado ao vértice C' (£gura
4).

Como P € obtido a partir da rotagao de

no sentido anti-hordrio do vértice A em torno de B, podemos escrever

P=(A-B)es'+ B=1—¢5"

Analogamente, temos que
Q=(B-C)les'"+C=(1-2)es'+zeR=(C—A)es'+ A=zes".
Desta maneira, concluimos que as coordenadas de X, YeZ sao dadas por

X — AtB+P _ 2-e5? y — B+C+Q _ (2—e53)z+14e5? e 7 — CHA+R _ (1+e5%)z
- 3 - 3 > - 3 - 3 - 3 - 3
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f=(1—32 e.-'!

Figura 4: Rotacdes em notacdo complexa.

Queremos mostrar que o tridngulo de Napoledo AXY Z é equildtero. Para isso,
basta verifcarmos que Y é a rota¢do do ponto X, de 7/3, em torno de Z: _

Y=(X—-2)es + 2.

Em termos da variavel z, devemos entdo verifcar que

Y

l+z+(1—2)est+2 2—e3' z+zes'\ x, z+zed
= 3 — 3 — 3 es +—

Ou ainda, que
(1—e5"+ 62'7”) z+ (1 — el 4 e%”) =0.

Esta tltima expressio segue imediatamente da identidade 1 — e3? + e3t = 0.

Esta demonstragdo mostra explicitamente que todos os pontos envolvidos no teo-
rema de Napoledo podem ser escritos como fungoes afns de z, isto €, que 0s nimeros
complexos associados a estes pontos sdo da forma az+b, com a e bconstantes comple-
xas. Esta observacdo sugere ainda outra demonstracao que apresentaremos a Seguir.

Demonstracao 2:

Considere novamente a con£guracdo geométrica da £gura 4, onde o tridngulo ini-
cial AABC estad no plano complexo com os vértices Ae B £xo0s em O e 1, respectiva-
mente, e

C' = z (qualquer).
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Sabemos que, no plano complexo, fazer uma rotacdo de um nimero em torno da
origem € o mesmo que multiplicar este nimero por uma constante complexa de médulo
1.

Desta forma, os nimeros complexos associados aos vértices P, Qe R sdo expres-
soes afns em z, pois sdo rotagdes dos nimeros complexos 0, 1 e z em torno de 1, z e
0, respectivamente. Os vértices X, YeZ também sdo expressoes afns em z, pois sao
médias aritméticas de expressdes a£ns.

(SE]

(@)z=e b)z=e3

Figura 5: Duas confguracdes para as quais o teorema € trivial.

Queremos mostrar que o tridngulo de Napoledo, AXY Z € equildtero. Faremos
isto, verif£cando, por exemplo, que Y pode ser obtido através da rotacdo no sentido
anti-hordrio de 7/3 do vértice X em torno de Z, ou seja, que Y = (X — Z) e5' + Z,
ou ainda, que

Y — (X —2Z)es"—Z=0.

Como X, YeZ sdo expressdes afns em z, devemos entdo mostrar que uma certa ex-
pressdo afm em z € zero para qualquer valor de z. Para isto, basta encontrarmos dois
valores de z que so rafzes desta expressdo afm. Por exemplo z = e*3'e 2 = e~ 37,
cujas confguragdes geométricas sao mostradas na £gura 5. Para estes valores de z, o

triangulo inicial € equilatero, o que torna a verif£cacdo do teorema imediata.

Em notacdo complexa, £ca claro que, com o uso de rotacdes, todos 0s pontos
envolvidos na construcdo do tridngulo de Napoledo dependem continuamente de z,
pois suas posi¢des podem ser representadas através de funcdes afns em z. Com a
construgdo cléssica, o tridngulo de Napoledo com vértices A = 0 e B = 1 s6 estd
de£nido para valores de ' = z fora do eixo real e ndo é possivel fazer uma extensao
continua desta construcdo para todo o plano complexo. A £guras 6 e 7 ilustra este
fato para o caso do tridngulo externo (a conclusao ¢ andloga para o caso do tridngulo
interno). Note o ‘salto’ dos pontos X, Y e Z quando C = z passa do semi-plano superior
(Im (z) > 0) para o semi-plano inferior (Im (z) < 0).
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(@) Im(z)>0 b)Im(z)>0

Figura 6: A construcdo cléssica do triangulo externo de napoledo nido admite uma
extensdo continua.

(@)Im (2)<0 (b) Im (z) <0

Figura 7: A construcio cldssica do triangulo externo de Napoledo ndo admite uma
extensdo continua.

A demonstragdo apresentada acima segue a conduta investigativa que se tem num
ambiente de geometria dindmica. Todos os pontos envolvidos na constru¢ao do trian-
gulo de Napoledo dependem do tridngulo inicial ABC. Num ambiente dindmico, ao
movermos um dos vértices deste tridngulo, por exemplo o vértice C, observamos que
o triangulo de Napoledo continua equildtero. Com o recurso dindmico, salta aos olhos
que o teorema € verdadeiro para qualquer posi¢ao do vértice C. Para mostrar isso, de
outra forma, o meio mais conveniente e proximo deste dinamismo que encontramos
foi através do plano complexo. Fixando os vértices A e B e considerando C' = z,



180

Anais do II HTEM

bastou observar que todos os demais pontos dependem de forma continua e linear de
Z.

A técnica usada na demonstracido do teorema de Napoledo sugere que a maioria
dos resultados de geometria que apresentamos na escola sio conseqiiéncia do fato que
eles admitem dois ou trés exemplos. A pesquisa de Chou refor¢a esta idéia: usando
o programa de computador Geometry Expert (CHOU; GAO; ZHANG, 2002), ele de-
monstrou automaticamente cerca de 366 problemas extraidos de um livro tipico de
geometria do ensino médio (ALTSHILLER-COURT, 1952). Pela estatistica, 219 de-
les s@o lineares e os demais sdo quadréticos, no sentido que os polindmios em varias
varidveis obtidos na conversdo do contexto geométrico para o contexto algébrico sdao
tais que, considerando-se uma varidvel de cada vez, apenas polindmios de grau no
maximo igual a 1 e 2 aparecem, respectivamente.
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Resumo: No presente trabalho discutem-se contribuigcoes da andlise epistemolo-
gica para o estudo de fenomenos diddticos relativos a aprendizagem e ao ensino de
comprimento e drea. Discutindo o conceito de obstdculo na Diddtica da Matemadtica
e as pesquisas anteriores sobre a aprendizagem do conceito de drea pretende-se sub-
sidiar a elaboragdo da hipotese de existéncia de obstdculos na aprendizagem desses
conteudos.

Palavras-chave: Diddtica da Matemdtica, Obstdculo, Grandezas, Area, Compri-
mento

Abstract: By this work, we would like to discuss the contributions of an episte-
mological analyze for the study of didactical phenomena related to length and area
teaching and learning. Discussing the concept of obstacle in the didactic of mathema-
tics and in the previous researches, we are pretending the increase the hypothesis of
the existence of obstacles in the teaching of this contents.

Key words: Didatic of Mathematics, Obstacle, Magnitude, Area, Length.
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1. Introducao

A contribuicdo mais nitida da epistemologia para o desenvolvimento tedrico da
Didatica da Matemética, como campo de conhecimento, € o conceito de obstiaculo
epistemologico. Esse conceito situa-se em uma das fungdes da andlise epistemoldgica
destacadas por Artigue (1990) que € aprofundar a compreensdo das raizes dos erros
dos alunos, subsidiando a construcao de situacdes que contribuam para sua superacgao.

Observam-se com relacdo a aprendizagem do conceito de area e mais especif-
camente as relacdes entre comprimento e drea algumas difculdades conceituais de
aprendizagem que tem-se revelado extremamente persistentes.

A andlise dos resultados do Sistema de Avaliacdo Educacional de Pernambuco -
SAEPE, nos niveis de 4 e 8° séries, indica baixos indices de desempenho nas questdes
referentes a contetidos de grandezas geométricas, inclusive quando comparados aos in-
dices apresentados por outros campos da matematica (Bellemain, 2003). Da mesma
forma, a andlise dos resultados de avaliagdes de desempenho de alunos do Ensino Fun-
damental francesas (Baltar, 1996) mostrou que as questdes sobre estes conteidos tém,
em geral, aproveitamento inferior a 50% e que no nivel equivalente terceiro ciclo, dois
dos trés contetidos que apresentam maiores indices de fracasso no curriculo francés
sao relacionados a aprendizagem das grandezas geométricas: o cdlculo sobre grande-
zas (entre outros, dreas e volumes) e a utilizacdo das unidades. Dentre os erros mais
freqilientes destacam-se as confusdes entre drea e perimetro, a utilizacdo de férmulas
errOneas, a extensdo indevida da validade das férmulas de drea e o uso inadequado
de unidades. Esses erros sdo referentes a construcao do signi£cado das relagdes entre
comprimento e drea sob varios pontos de vista.

De acordo com Lima & Bellemain (2002), pesquisas realizadas em diversos con-
textos educacionais, indicam uma certa regularidade no aparecimento desses tipos de
erros. Essa constatacdo conduz a formular a hipétese de existéncia de obstaculos na
aprendizagem do conceito de drea e de suas relagcdes com o comprimento.

2. A nocao de obstaculo na Didatica da Matematica

A nocdo de obstdculo, desenvolvida por Gaston Bachelard, em A Formagao do Es-
pirito Cientifco, publicado em 1938, ndo incorporava inicialmente a Matemadtica. Sua
extensdo e aplicacdo a Didatica da Matemdtica sdo devidas a Guy Brousseau. Assu-
mindo uma £liacdo com as idéias defendidas por Bachelard e por Piaget, Brousseau
(1983) especifca seu ponto de vista sobre o papel do erro na aprendizagem da Mate-
matica:
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"0 erro e o fracasso ndo t€ém o papel simplifcado que se quer fazé-los desempe-
nhar. O erro ndo € apenas o efeito da ignorancia, da incerteza, do acaso que se cré
nas teorias empiristas ou behavioristas da aprendizagem, mas o efeito de um conheci-
mento anterior, que tinha seu interesse, seus sucessos, mas que agora se revela falso ou
simplesmente inadaptado. Os erros deste tipo ndo s@o erraticos e imprevisiveis, eles se
constituem em obstaculos. Tanto no funcionamento do professor quanto no do aluno,
o erro € constitutivo do sentido do conhecimento adquirido"(p. 171)

Este autor explicita que um obsticulo vai se manifestar por meio de erros persis-
tentes e reproduziveis. Os erros relativos a um obstdculo, num mesmo sujeito, sao
interligados, caracterizando uma maneira de conhecer. Para Brousseau, um obsticulo
€ um conhecimento que funciona num certo dominio de acdo e ndo uma lacuna. En-
tretanto, esse conhecimento provoca bloqueios, erros e difculdades na aprendizagem
de outro(s) conhecimento(s), ou impedem o sujeito de resolver certos problemas.

Para Artigue (1990), a identi£cacgdo de obsticulos epistemoldgicos ndo deve basear-
se apenas na busca de sua ocorréncia na evolugao histérica de um dado campo do saber.
Ela deve necessariamente passar pela verifcacdo da persisténcia desses erros e fracas-
sos também nos alunos atuais:

"Ora, esta condi¢do me parece essencial: pelo fato de haver disparidade entre as
condi¢des que governam os dois sistemas [0 do contexto histérico de producdo do
conhecimento e o do contexto de ensino atual], a andlise histérica pode ajudar o pes-
quisador em didatica na sua busca de nds de resisténcia da aprendizagem, ela nao pode
de forma alguma, trazer sozinha a prova da existéncia de tal ou qual obstaculo para os
alunos atuais"(p. 254)

Artigue (1990) evidencia que os nds de maior resisténcia no processo de apren-
dizagem “correspondem freqiientemente aos pontos em que um obsticulo de origem
epistemoldgica histérica intervém, reforcado por um obstaculo de outra origem, par-
ticularmente um obsticulo de origem didética"(p. 254). Ou seja, a organizacdo do
ensino pode reforcar a aparicao de erros ou lacunas resistentes a aprendizagem.

A andlise das pesquisas sobre obstaculos nas didaticas de contetdos especifcos
leva Artigue a identifcar mecanismos produtores de obstdculos: a generalizacao abu-
siva; a regularizagdo formal abusiva; a £xacdo em uma contextualizacdo ou uma mo-
delizacdo familiares; o amalgama de no¢des sobre um suporte dado. Pode-se ilustrar o
mecanismo da regularizacdo formal abusiva, por exemplo, por meio do erro freqiiente e
resistente que consiste em multiplicar os comprimentos dos lados de um paralelogramo
para obter sua drea. A férmula da drea de um retangulo € indevidamente estendida ao
paralelogramo, por um processo que se apdia na manipulacdo de simbolos matema-
ticos sem controle do signifcado. Por sua vez, o amdlgama de nocdes distintas, mas
intrinsecamente ligadas, origina erros persistentes no campo das grandezas geométri-
cas, a saber, no amdlgama entre segmento de reta e comprimento e entre superficie e
area, que caracteriza as concepgdes geométricas, como veremos adiante.

Vergnaud (1989) destaca a necessidade de distinguir difculdade e obstaculo argu-
mentando que a superagdo de simples difculdades é mais facil. J4 na caracterizacdo de
obstédculos, observa-se contradicdo entre conhecimentos novos € anteriormente cons-
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truidos, o que provoca nds de resisténcia no processo de aprendizagem. Este autor sali-
enta que di£culdades e obstdculos exigem tratamentos didaticos distintos. No caso dos
obstaculos é necessario um trabalho drduo de evidéncia das contradi¢des, por meio de
situagdes problemadticas variadas. Um importante desafo da Didédtica da Matematica
¢ identifcar obstédculos, caracterizd-los e construir situacdes didéticas que favorecam
sua superacao.

3. Sobre a aprendizagem do conceito de area

As pesquisas sobre o ensino-aprendizagem da matematica explicitam algumas das
fontes de erros como aqueles apontados na introducao: confusio entre drea e perime-
tro, uso inadequado de férmulas e de unidades de medida.

O estudo das concepgdes geométricas e numéricas (Douady & Perrin- Glorian,
1989; Balacheft, 1988) evidencia que uma das origens das difculdades conceituais dos
alunos € a auséncia de construcao das relacdes pertinentes entre os campos numérico
e geométrico.

Segundo Douady & Perrin- Glorian (1989), os alunos desenvolvem uma concep-
cdo forma (segundo a qual hd um amdlgama entre £gura e drea e entre perimetro e
contorno), uma concepg¢ao nimero (segundo a qual s6 sdo considerados os elementos
pertinentes para o cédlculo), ou ambas, mas de forma isolada uma da outra.

A concepgdo e experimentacdo de uma engenharia diddtica (Douady & Perrin-
Glorian, 1989) evidenciou que a abordagem do conceito de drea como grandeza auto-
noma favorecia a construcio de relagdes entre conhecimentos geométricos € numéri-
cos na resolugdo de problemas de drea. Neste caso, distinguem-se, trés dominios: o
geométrico — ao qual pertencem as superficies —, o das grandezas — ao qual pertence
a drea — e o das medidas — que s@o nimeros reais positivos. Um par (nimero, uni-
dade de area) é uma maneira de designar uma drea, a qual € considerada como uma
classe de equivaléncia de superficies. Em Baltar (1996) confrmou-se a pertinéncia da
abordagem da drea como grandeza autdnoma e investigou-se as relagdes entre drea e
perimetro, a apropriag@o e os usos possiveis das férmulas de area.

Por sua vez, Rogalski (1982) destaca que a aquisicdo das relacdes entre diferentes
grandezas geométricas € um processo complexo e de longa duracdo. Nas relacdes entre
comprimento e drea, por exemplo, intervém um processo duplo de diferenciacdo e de
coordenagdo. Ao mesmo tempo, devem-se diferenciar propriedades simultaneamente
presentes numa £gura (o comprimento do contorno e a drea da superficie, por exemplo)
e coordenar essas mesmas propriedades na apropriacao das férmulas.

No que diz respeito ao processo de diferenciacio entre drea e comprimento, varias
pesquisas evidenciaram erros variados, etiquetados sob a expressdo "o aluno nao dis-
socia drea e perimetro". O levantamento dessas pesquisas conduziu Baltar (1996) a ca-
racterizar a distin¢ao entre drea e perimetro sob diferentes pontos de vista (topoldgico,
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dimensional, computacional e variacional), a diferenciar os processos subjacentes a
aquisicao da dissociag@o das variacdes de drea e perimetro em fun¢do da natureza das
£guras.

Nas pesquisas realizadas por Vergnaud (1983) sobre a aprendizagem do volume,
observou-se que, em tarefas de cdlculo do volume de sélidos, alguns alunos utilizam
procedimentos inadequados envolvendo a soma de medidas de comprimentos de ares-
tas, somas de medidas de drea das faces ou ainda envolvendo somas de nimeros que
representam medidas de comprimento e de drea. Esses autores articulam as difculda-
des observadas com o campo conceitual das estruturas multiplicativas.

Diversas pesquisas (Douady & Perrin-Glorian, 1989; Schneider, 1991; Perrin-
Glorian 1992, Baltar, 1996) indicam a persisténcia de algumas das difculdades con-
ceituais supracitadas (aquelas relacionadas as relagdes entre comprimento e 4rea).

A constatacao da variedade de situagdes em que erros ou lacunas se manifestam
na construcao do signifcado das relacdes entre grandezas geométricas (comprimento,
area e volume) e da persisténcia desses erros conduz a formulag@o da hipétese de exis-
téncia de obstaculos relacionados a esses conteidos. Um importante estudo relativo
a esse tema foi conduzido por Schneider (1991). Essa autora interpreta alguns dos
erros cometidos por alunos do Ensino Médio, no célculo de dreas e volumes, como
conseqiiéncia do "obstaculo da heterogeneidade das dimensdes"de natureza epistemo-
16gica.

Da mesma forma, Perrin-Glorian (1992) formula a hipdtese de existéncia de um
obstdculo em torno da relacdo entre drea e perimetro, sem entretanto haver, a nosso
conhecimento, pesquisas posteriores que tenham aprofundado a investigacdo dessa hi-
pétese. Ademais, estudos sobre os conhecimentos de futuros professores de ensino
fundamental mostram que os mesmos utilizam teoremas em a¢do erroneos, segundo 0s
quais drea e perimetro variam sempre no mesmo sentido, o que confrma a resisténcia
das difculdades conceituais de aprendizagem nesse dominio e aponta para a tendéncia
de que o ensino reforce tais difculdades, possivelmente devido ao conhecimento insu-
£ciente dos professores. A questdo que se coloca, entdo é: que conhecimento pode ser
considerado como obstaculo a uma compreensao plena do conceito de area ?

4. Consideracoes £nais

A hipétese que formula-se aqui é de que as concepgdes geométricas e numéricas
constituem-se em obstidculos para a construcdo do conceito de drea como grandeza
autébnoma e das relagdes pertinentes entre comprimento e area.

De um ponto de vista estritamente matematico, a relagdo de equivaléncia “ter
mesma drea” (que permite considerar a drea como grandeza), é de£nida pela esco-
lha de uma unidade seguida da medida de drea das superficies. Nao hd preocupacdo
com mudancgas de unidade. Entretanto, do ponto de vista das exigéncias da sociedade
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e da matematica escolar, coloca-se a questdo da adequacao da escolha da unidade a
situacdo, ao grau de precisdo desejado e ao resultado numérico que serd obtido, entre
outros fatores. E preciso, portanto, distinguir o niimero e a grandeza, pois a mudanca
de unidade de drea pode conduzir a alteragdes no nimero que expressa a medida da
area desta superficie e ndo hd razdo para que mudangas de unidade alterem a area de
uma superficie. Da mesma forma, € preciso diferenciar a drea e a superficie, uma vez
que £guras de mesma drea ndo precisam necessariamente ser idénticas.

O aluno que mobiliza uma concep¢do numérica, considera que a drea € um numero.
Nesse caso, ndo hd como justifcar que uma mudanca de unidade ndo altere a drea de
uma £gura. Nao ha tampouco impedimentos a fabricacdo de férmulas (que podem ser
mais ou menos pertinentes do ponto de vista matemético), nas situacdes em que nao
se conhece outro modo de calcular a drea de uma £gura ou a expressar a drea de uma
£gura em metros.

Por outro lado, a constru¢do da idéia de drea como a propria £gura pode encontrar
parte de sua justifcativa nos usos da palavra drea na lingua materna. Quando se usa
expressdes como “drea escolar”, “drea de lazer”, “grande drea de um campo de futebol”
e tantas outras, faz-se alusdo a um local e ndo a uma propriedade do mesmo. Desse
ponto de vista, uma mudancga de posicao ou de forma alteram necessariamente a area,
0 que ndo corresponde a idéia de drea em Matemdtica. Da mesma forma, no sentido
de uma concepg¢do geométrica, duas £guras que t€m mesma drea t€ém necessariamente
mesmo perimetro, pois sao idénticas; e aumentar a drea de uma £gura, pressupde
aumentar por homotetia 0 que leva necessariamente a um aumento do perimetro e
reciprocamente.

As concepgdes numéricas e geométricas explicam erros freqilientes e persistentes
observados na aprendizagem do conceito de drea. Constituem-se em sistemas que
apresentam certa coeréncia interna embora nio correspondam ao signifcado desse
conceito em Matemadtica. Finalmente sua negacdo € necessaria para a construcdo da
area como grandeza. Por essas razdes, fazemos a hipétese de que as concepgdes nu-
méricas e geométricas se constituem em obstidculo para a constru¢do da drea como
grandeza e para a compreensdo plena das relacdes entre comprimento e drea.
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Resumo: Uma caracteristica pouco explorada na geometria dindmica (GD) é o
encapsulamento de solugoes geométricas na forma de algoritmos. Este encapsula-
mento corresponde a um nivel mais elevado de generalizacdo de uma solucdo para
um problema geométrico, podendo ser explorado do ponto de vista da programacao.
Deste modo, os programas de geometria dindmica podem ser utilizados sob um novo
paradigma de programagdo, mais intuitivo e abstrato. Nele o aprendiz abstrai deta-
lhes de atribuicoes de varidveis, o que aproxima este modelo da programacgdo funci-
onal. Nossa proposta estd baseada em um programa de GD disponivel na Internet, o
iGeom.

Palavras-chaves: programagdo geométrica, geometria dindmica, aprendizagem,
iGeom.

Abstract: An unexplored characteristic of the dynamic geometry (DG) is the en-
capsulation of a geometric solution, as an algorithm. This procedure is a general
solution for some geometrical problem, which allows its study under the programming
point of view. This results in a different application for a dynamical geometry soft-
ware, for a more intuitive and abstract programming paradigm, that could be seen as
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an extention of the functional one. Our proposal are based on iGeom, which is a DG
software available on the Internet.

Key words: geometrical programming, dynamical geometry, learning, iGeom.
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1. Introducao

Atualmente existe quase um consenso quanto a necessidade de uso do computa-
dor no ensino, particularmente no de Matemdtica. Dentre as sub-dreas da matematica,
a Geometria é neste aspecto privilegiada, devido aos programas que implementam
a geometria dinamica (GD). Em resumo, a geometria dindmica é a implementagado
computacional da régua, compasso, 14pis e papel. Ela permite generalizar a solucao de
um problema geométrico, no sentido que o usudrio resolve o problema (utilizando um
programa de GD), podendo depois mover os objetos iniciais e o programa redesenha
todos os objetos mantendo as propriedades iniciais. Um exemplo simples deste dina-
mismo € a construg¢ao da mediatriz r de dois pontos dados A e B: uma vez realizada
a construcao de r, com as ferramentas grafcas equivalentes a régua e a0 compasso,
o usudrio pode mover o ponto A ou B pela drea de trabalho (versao digital do papel)
e o programa redesenha (de modo aparentemente continuo) a reta r, mantendo a pro-
priedade “r é mediatriz de A e B”. Dai a razdo do nome “dindmico” e por analogia
pode-se dizer que a geometria tradicional, da régua e compasso, € estatica'.

Portanto, existe uma diferenca conceitual interessante na resolu¢do de um pro-
blema geo-métrico. Enquanto na geometria tradicional, da régua e compasso, o apren-
diz encontra a soluc¢do para uma instancia do problema, na GD ele encontra a solugao
geral para a classe do problema. Por este motivo pode-se classi£car estes dois tipos de
“fazer geometria”, respectivamente, como 1-solucao, 1-teste e 1-solucao, /V-testes, ou
simplesmente 1 —1 e 1 — N (como introduzido em [Brandao, 2002] e [Brandao,2002]).

Ainda existe outro aspecto que emerge da geometria dindmica, derivado desta ge-
neralidade das solu¢des na GD, mas principalmente da necessidade de formalismo
(sem ambiguidade) dela: para realizar uma construgdo € preciso de£nir claramente as
operacdes (“‘passos”), na sequéncia correta. Isto implica que cada solu¢do € na verdade
um algoritmo, sendo sua implementagdo num programa de GD a programacao.

Um algoritmo é uma sequéncia formal de passos (ou instru¢des) que devem ser
aplicadas sobre um conjunto de dados de entrada, para obter um conjunto de dados de
saida. Este passos devem ser em niimero £nito, qualquer que seja a entrada® [Lucchesi
et al., 1979].

Entretanto quando tratamos da implementacdo computacional de algoritmos, ne-
cessitamos das linguagens de programacao, e estas tradicionalmente sdo do tipo impe-
rativas, como Java, C e Pascal. Um outro paradigma é a linguagem funcional, que é
mais proxima das fun¢des matemadticas, sendo baseada em recorréncias. Um exemplo

! Apesar de jd existirem desde os primérdios da geometria argumentos “cinemdticos” como destaca
Boyer ([Boyer, 1974]): A matemdtica grega tem sido descrita como essencialmente estdtica, . .., mas
Arquimedes em seu estudo de espiral, parece ter achado a tangente a uma curva por consideragoes
cinemdticas aparentadas ao cdlculo diferencial.

2Para um maior formalismo sobre esse conceito vide o capitulo 1 de [Lucchesi et al., 1979], em
especial sua pagina 9.
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nesta categoria é o Lisp (List Processing) [Guezzi; Jazayeri, 1979].

O modelo de programag¢do geométrica que abordamos €é mais proximo da progra-
macdo funcional, mas sua “codifcacdo” é sensivelmente diferente devido a sua ca-
racteristica intrinsecamente grafca (visual): ela é toda baseada em objetos primitivos
(pontos, retas e circulos) e sua manipulagdo é quase que exclusivamente feita com o
mouse.

Entretanto, uma vez construida a solu¢do geométrica, o programa geométrico sera
armazenado internamente utilizando alguma linguagem prépria ao programa de GD
utilizado, sendo esta proxima das linguagens tradicionais (imperativas ou funcionais).

Este tipo de programacdo € andloga a proposta por Papert [Papert, 1980] com o
Logo, mas sua alta interatividade com o usudrio pode representar um passo adiante na
proposta de Papert de popularizar a linguagem de programagio® [Papert, 1980].

Este serd o conceito central a ser discutido neste artigo. Para chegar a ele serdo
apresentados alguns detalhes envolvidos na geometria dinAmica, na secdo RJ], e de-
pois serdo apresentados alguns algoritmos implementados em GD, particularmente no
programa iGeom*, na sec¢do BJ.

2. Geometria Dinamica

O fato da geometria dindmica ser do tipo 1 — N, motivou um paradigma de uso que
incentiva o estabelecimento e testes de conjecturas, que Veloso ([ Veloso, 1998]) chama
de a procura do que permanece constante, no meio de tudo o que varia. Mas € possivel
estender este paradigma, para um de pesquisa, que é o uso da GD para propor questdes
novas e descobrir novas propriedades (ou redescobrir). Este € um procedimento usual
em pesquisa matematica.

A partir de observacdes sobre testes, estabelece-se uma conjectura e depois passa-
se a testd-la em multiplos casos (para ganhar confanca e também para procurar pelos
“invariantes” e propriedades que permitam sua demonstracao). Neste sentido os pro-
gramas de GD podem catalisar o processo de descoberta, servindo como uma “bancada
de teste” [Brandao, 2002].

A questdao do movimento na geometria ndo € nova, existem argumentos cinemaéti-
cos na geometria desde seus primérdios. Entretanto este processo estava nas mentes
dos matemadticos e agora, com a GD, pode ser apropriado por aprendizes iniciantes.
Um exemplo interessante de movimento na geometria é a conchéide de Nicomedes>.

3Na pégina 37, de [Papert, 19801, Vi a necessidade de fazer linguagens de computador que pudessem
ser “vulgarizadas” — tornadas disponiveis para as pessoas comuns e especialmente para as criangas.

40 iGeom & um programa para GD implementado em Java, gratuito e disponivel na Internet no en-
derco http://www.matematica.br/igeom. O iGeom permite armazenamento de fungdes geométricas,
programas, com recorréncias.

3>A conchéide foi uma das solugdes cinemdticas utilizadas para resolver um problema cldssico da
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Dado um escalar o, um ponto O e uma reta r, coloca-se um ponto C' sobre r e, com
centro em C, uma circunferéncia de raio o.. Colocando-se uma reta passando por O
e C, defne-se os pontos P e P, intersecoes da reta com a circunferéncia. Ao mover
o ponto C' sobre a reta, os pontos P e P’ criam a conchdide ([Smith, 1958, Veloso,
1998, iMdticaA, 2003]).

i e =il

arquben  Rditar Seriph Eobhes serpt beerdlelo o Afuda
ST :

Gogomatria Imterativa“-"

Figura I:
Versdo aplicativa do iGeom com a conchdide de Nicomedes.

Uma questdo que parece nova € examinar a geometria sob a visao da programacao:

Como implementar um algoritmo, em algum programa de GD, que
resolva o problema dado? O que pode ser aprendido e desenvolvido
sob este prisma ?

A solugdo para estas questdes passa pelas caracteristicas do programa de GD. Exis-
tem vdrias implementacdes, cada uma com sua idiossincrasia ([Rodrigues,,2002, Kor-
tenkamp, 1999]). As diferengas residem na interface destes programas, no tipo de
licenga, na portabilidade e em detalhes mais sutis como tratamentos de casos limites e
consideragdes de intenc@o do usudrio. Alguns destes programas, sao os seguintes:

matematica, a trissecgdo do dngulo ([Boyer, 1974, Smith, 1958, Veloso, 1998, iMdtica, 2003]).
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‘ Programa ‘ Plataforma ‘ Exporta Java | Licenga ]
Cabri Windows, Mac sim comercial
C.aR Windows nao gratuito
Cinderella | todas (Java) sim comercial
Dr. Genius | Linux, Windows nao gratuito
Euklid Windows nao shareware
GSP Windows, Mac sim comercial
1Geom todas (Java) sim gratuito
Tabulae todas (Java) sim comercial

Tabela 1: Programas de GD, com plataformas em que rodam, uso na Web e tipo de
licensa

Este artigo explorard as questdes acima, considerando o programa iGeom, que é
gratuito e escrito em Java, por isso utilizavel em qualquer sistema. O iGeom comegou
a ser desenvolvido em 2000, a partir de um projeto de iniciagcdo cientifca, pelo autor
deste artigo e pelo (entdo) estudante Ricardo Hideo Sahara [iGeom:Sahara, 2003].

3. Algoritmos Geométricos

O termo “programacdo geométrica” tem sido explorado em diferentes contextos,
sendo mais frequente encontrd-lo em otimizacdo, mas também em GD. Em GD ele
aparece com a preocupacao de implementar sele¢des a partir de construgdes geométri-
cas [Allen; Trilling, 1997, Cabril.og, 2003].

A selecdo € um dos suportes do tripé da programacao imperativa (no sentido de
linguagens computacionais), sendo as outras a atribuicdo e repeti¢do. Na programacgao
funcional pura a atribui¢@o € implicita.

Aqui, nossa preocupacdo central é a “repeti¢do”, que no iGeom pode ser obtida
utilizando-se o botdo de recorréncia quando da constru¢@o da fun¢do geométrica. Ini-
ciaremos esta exploracdo a partir de um exemplo elementar (sem recorréncia), nova-
mente o exemplo da mediatriz.

Desejamos portanto, obter um programa geométrico, que dado quaisquer pares de
pontos construa sua mediatriz. Uma vez que existem vdrias possibilidades de imple-
mentacdes de GD (Bellemain, 2001), formalizaremos este programa utilizando uma
pseudo-linguagem de programacao, a partir da qual pode-se empregéd-la em qualquer
programa de GD que permita encapsulamento de solu¢Oes geométricas na forma de
funcao.

Este encapsulamento é chamado de script (como no iGeom e GSP) ou como
macro (caso do Cabri e Dr. Genius).
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EXEMPLO 1 (mediatriz) Dados dois pontos, A e B, construir sua mediatriz (lugar
geométrico dos pontos que equidistam dos dois pontos dados).

CONSTRUCAO 1 Dados: ponto A, ponto B (resposta: retar)

CO«—circ(A, B) construir a circunferéncia C0, com centro no ponto A e contendo B,
Cl—circe(B, A) construir a circunferéncia C1, com centro no ponto B e contendo A,
I0—inter(C0,C1,0) construir a instersegcdo “norte” entre C0 e C'1
Il—inter(C0,C1,1) construir a insterse¢do “sul” entre C0 e C'1

r—reta(l0,11) construir a reta v defnida pelos pontos 10 e I1.

W~

Uma vez implementado o algoritmo mediatriz( A, B) pode-se aplicd-lo em quais-
quer pares de pontos. A menos de um, todos os programas da tabela anterior permitem
este tipo de encapsulamento.

No exemplo acima o algoritmo resultante é comutativo em relagdo as entradas, pois
o resultado de sua aplicacdo € o mesmo qualquer que seja a ordem dos objetos de en-
trada (mediatriz(A, B) ou mediatriz(B, A)). Entretanto, pode-se notar no “c6digo”
que o comando inter(., .,.) admite duas respostas, sendo necessario distingui-las. No
caso da intersecdo entre duas circunferéncias (em R?), pode-se obter dois pontos dis-
tintos como resposta.

Agora examinaremos um algoritmo ndo comutativo, para explorarmos a recorrén-
cia em funcdes geométricas: a determinag@o de um ponto F' na semi-reta AB, de modo
que, a distincia entre BF', d(B, F'), seja metade de d( A, B) e a distincia entre AF seja
3/2 x d(A, B).

CONSTRUCAO 2 (dist_metade) Entrada: ponto A, ponto B

Saida: ponto F tal que F € AB ¢ d(B,F) = @ ed(AF) = 3@

1. r<semi_reta(A, B) semi-reta comecando em A, passando por B

3. CO«cire(B,A) circunferéncia centrada em B, passando por A

2. Clecirce(A, B) circunferéncia centrada em A, passando por B

4. C+ints(C0,C1) C é intersecdo “superior”Sentre as circunferéncias C0 e C'1

5. D<int;(C0,C1) D é intersecdo “inferior” entre as circunferéncias C0 e C'1

6. Sl«segm(C, D) S1 é o segmento ligando C a D

7. E«int(r,S1) E ¢ intersegdo entre r e S1

8. C2—cire(B, F) circunferéncia centrada em B, passando por E

9. F—inty(C2,7) F ¢ intersecdo “direita” entre a circunferéncia C2 e a semi-reta r

Neste algoritmo, os resultados entre as aplicagdes dist._metade(A, B) e dist._metade(B, A)
sdo diferentes.

Observando-se os exemplos anteriores notamos a auséncia de uma das caracteris-
ticas usualmente esperadas num algoritmo: os lacos de repeticdo. Como estes lacos
podem ser implementados num programa de GD? Existem programas de GD que im-
plementam lago?

®Para a representacio computacional da geometria euclidiana é necessario distinguir os dois (even-
tualmente um) pontos de interse¢do, novamente para evitar ambiguidade - o mesmo vale para interse¢do
entre retas (e andlogos) e circunferéncia.
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3.1 Lacos de repeticao

Para responder a primeira questao no pardgrafo anterior, pode-se estender o tltimo
algoritmo geométrico aplicando-o aos pontos gerados, na seguinte sequéncia: F'«—
dist_metade(A, B), G— dist_metade(B, F'), H« dist_metade(F’, ) e assim por
diante.

Isso pode ser feito em qualquer dos programas que permite scripts (ou macros),
aplicando-o seguidas vezes. Entretanto, se forem necessdrias muitas aplicacdes, como
na £gura 1, esta tarefa serd desagradavel.

Figura 2: Fractal “quadri-circulo” aplicagbes com zero, um e dois niveis de recor-
réncia.

Em programacdo procura-se sempre automatizar estes processos repetivos (lagos),
e deste modo pode-se desejar que um programa de GD permita esta abstracdao. Este
recurso poderia ser implementado como uma recorréncia, para manter uma uniformi-
dade a linguagem geométrica destes programas. No exemplo anterior, acrescentaria-se
a seguinte linha

10. recorréncia(B, F') aplicar recorrentemente o algoritmo nos pontos B e F'

Entranto sdo poucos os programas que permitem esta comodidade ao aprendiz/usudrio.
Da lista anterior de programas de GD, apenas o iGeom e o GSP. Neste artigo nao se
pretende discutir como sdo implementados estes recursos num programa de GD, mas
pode-se ter uma boa idéia dos problemas envolvidos consultando as referéncias [Kor-
tenkamp, 1999, iGeom:Sahara, 2003, iGeom:Piesigilli, 2003].

A implementacao desses lagos dentro do paradigma de programacao funcional res-
pondem 2 primeira questdo proposta na se¢do R], enquanto o fractal-exemplo na £gura
1 indica algumas possibilidades sobre “o que pode ser aprendido e desenvolvido sob
este prisma” (segunda questdo): além do aprendizado mais intuitivo de programacao,
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ao estilo da programacdo funcional, pode-se utilizar estas construcdes para trabalhar
contagens, séries e limites. Por exemplo, no primeiro fractal pode-se indagar se a £-
gura é limitada. E para responder o porqué deste limite o aprendiz precisard vislumbrar
a progressao geométrica que ali aparece (de razdo 1/2) e considerar a série convergente
associada (lim,, o Y5, 1/2") [Branddo,2002].

Utilizando esta idefa pode-se criar fractais diferentes ou trabalhar com outros bas-
tante co-nhecidos, tais como a curva de Kock, tapete (ou tridngulo) de Sierpinski e
poeira de Cantor, s6 para citar os mais conhecidos. Nas £guras a seguir sao apresen-
tados os dois primeiros com niveis de recorréncia 0, 1 e 2, ambos implementados no
iGeom.

AN OOV m

Figura 3: Curva de Kock: na esquerda esta a base do fractal e a direita dois niveis de

recorréncia
ﬂ/.\B ﬂﬁlﬁ ﬂﬁﬁ

Figura 4: Tapete (Triangulo) de Sierpinski

4. Conclusoes e trabalhos futuros

Neste artigo foram apresentadas idéias iniciais para exploragdes de programacao a
partir de um “novo modelo”, a programacgdo geométrica dentro dos programas de GD
utilizando recorréncias. Devido as caracteristicas mais intuitivas, utilizando imagens,
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e sua grande interatividade, € possivel introduzir conceitos de algoritmo/programacao
de modo bastante e£caz.

Esta e£cdcia é comprovada com os bons resultados obtidos com alunos do ensino
médio de escolas publicas vizinhas a USP, que vém até o Laboratério de Ensino de
Matematica (LEM), do IME-USP ([Brandao, 2002, LEM, 2003]).

No ano de 2004 pretendemos analisar essa aplicacao utilizando-a no inicio de uma

disciplina de “introducdo a computa¢ao” no curso de licenciatura de matemdtica no
IME-USP.
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1. Introducao

A Geometria, em vez de ser vista como um ramo separado da Matematica, pode
ser encarada como um instrumento de visualizacdo e concretizacdo a ser usado em
qualquer parte da Matematica (ver Guzmdn (1996) e Needham (2001)). E a forma
com que a Geometria é apresentada nos programas de GD (neste trabalho, vamos
sempre nos referir ao Cabri-Géometre II), forma esta essencialmente diferente da do
lapis e do papel ou do quadro negro, aporta uma grande variedade de novos recursos
para o ensino-aprendizagem, entre os quais podem ser citados: a) a possibilidade de
considerac¢do e de andlise simultanea de um nimero muito grande de casos; b) o realce
da distin¢do entre desenho e construcido geométrica; c) a facilidade para a formulagdo
de conjecturas, seja sobre propriedades, seja sobre lugares geométricos.

Por outro lado, cada novo recurso cria também novas exigéncias e novos desaf£os.
O principal deles é que as constru¢cdes em GD ndo devem contentar-se em resolver
apenas o caso particular apresentado na £gura inicial, mas devem ser resistentes a todo
tipo de mudanca dos dados.

De um modo geral, o uso do computador em sala de aula estimula a participacao
ativa do aluno no processo de aprendizagem. Os programas de Geometria Dinamica
(GD), porém, trouxeram de modo especial vantagens preciosas para o ensino de Ma-
tematica.

2. Programaciao Geométrica

O uso crescente dos programas de GD, e principalmente a necessidade da elabo-
racdo de construgdes “robustas”, ou seja, resistentes a variagcdes nos dados iniciais,
conduziu os pesquisadores e usudrios de GD a busca de constru¢des condicionais,
introduzindo um elemento de “programacdo” nos programas de GD, dando ensejo a
criacdo de um novo terreno de pesquisa, que alguns chamam de “Geometria Logica”
(ver Alice (2004)).

Para produzir uma constru¢do condicional, é essencial de£nir uma forma de obter
o condicional “se”. A prépria Calculadora, presente na maioria dos programas de GD,
possui func¢des que carregam um ou virios “ses” embutidos em sua de£nicdo. E o caso
das funcdes Valor Absoluto, Parte Inteira, Mdximo, etc. Mas o uso dessas funcoes
supde que o problema j4 tenha sido “aritmetizado”, ndo s6 empanando a pureza e a
beleza das construgdes geométricas, como também renunciando, pelo menos parcial-
mente, ao papel educativo exercido pela Geometria na sua funcdo de mediadora da
visualizacdo. O desafo estd portanto em usar a propria Geometria como elemento de
programacgdo. Por este motivo, preferimos o termo “Programacdo Geométrica”, em
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vez de “Geometria Logica”.

Um exemplo ilustra essas idéias: criar uma macro que construa um tridngulo, de
modo que o tridngulo apareca em verde, se for acutangulo, e em vermelho, se for obtu-
sangulo. Em vez de medir os angulos e usar a calculadora, procuramos uma condic¢ao
geométrica tal que um tridngulo € obtusangulo se e s6 se esta condi¢do for satisfeita.
Uma possivel condi¢do deste tipo € que o ortocentro H do tridngulo se situe no seu
exterior, 0 que remete a outra questdo interessante: como decidir, em GD, se um ponto
H € ou ndo exterior a um tridAngulo? Novamente, em vez de usar coordenadas, o que
seria perfeitamente possivel, podemos usar o fato de que o baricentro GG de um trian-
gulo é sempre interior a este tridngulo. Portanto, H ¢ exterior ao tridngulo se e s se o
segmento G H intercepta a fronteira do triAngulo, como ilustra a Figura 1.

Yy

Figura 1:

Deixando entdo o triangulo em verde, quando acutangulo, move-se o mesmo até
que £que obtusingulo e ai determina-se a intersecdo .J de GH com a fronteira do
triangulo. Em seguida, pode-se usar a ja célebre macro “Ping-pong” (ver Alice): para
cada vértice V do tridngulo, calcula-se o ponto médio M de JVe o simétrico de .J
em relagdo a M, obtendo assim um ponto V' que geometricamente coincide com V/,
mas que do ponto de vista da GD, estd “em baixo” de V/, e que existe se e sO se J
existe. O ponto J é o condicionante, enquanto V'’ é o condicionado. Repetindo esta
construgdo (ou seja, aplicando uma macro) para cada vértice do tridngulo, obtém-se
um tridngulo que existe se e s6 se .J existe, isto &, se e s6 se GH intercepta a fronteira
do tridngulo, ou seja, se e sé se o tridngulo é obtusangulo. E € este tridngulo que se
pinta de vermelho.

A pesquisa deste problema, assim como ocorreu com outros estudados em Silva
(2004), mostrou que surgem dif£culdades na maneira pela qual Cabri realiza a interse-
¢do de um segmento com um tridngulo, conduzindo a analisar outras alternativas, tais
como a que se encontra em Alice (2004).

Poderiam ser citados muitos outros exemplos de constru¢des geométricas classicas
que, para que sejam resistentes, necessitam da aplicagdo de programacao geométrica.
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Aqui vamos mencionar apenas alguns: 1) a construcdo do transformado de um ponto
pela inversd@o em relacdo a um circulo segue dois caminhos diferentes, conforme o
ponto seja interior ou exterior ao circulo; 2) a constru¢cdo de um tridangulo dados dois
vértices e o incentro, se ndo for condicionada a que o incentro seja interior ao triangulo,
pode conduzir a uma falsa solu¢do; 3) a constru¢do da circunferéncia tangente a duas
retas concorrentes e passando por um ponto (um dos problemas de Apolonio) demanda
o uso da bissetriz dessas retas que esteja dentro do mesmo angulo convexo que o ponto;
etc.

3. Producao de Filmes

Até pouco tempo atrds, quando um professor de Matemadtica necessitava de exem-
plos dindmicos, tinha que apelar para £lmes educativos, produzidos por institui¢des
na sua maioria estrangeiras e narrados em lingua estrangeira. Tais £lmes eram, e
continuam sendo, muito tteis, mas sdo demasiado rigidos para as necessidades do pro-
fessor. Foram produzidos de uma vez por todas, dentro de uma concepg¢ao prépria do
seu idealizador, a qual nem sempre se adapta com facilidade a realidade do professor.
Agora, a GD permite ao professor, e evidentemente ao préprio aluno, mesmo aque-
les com parcos conhecimentos tecnoldgicos, produzir os seus proprios £lmes, criar as
suas proprias apresentacdes dindmicas. Com isto, é possivel produzir uma animagao
muito mais conveniente para aquilo de que se necessita, e que se pode constantemente
modi£fcar, completar ou adaptar. Mais importante ainda € o fato de que o professor e o
aluno passam a participar do processo criativo, e para isto tém que resolver problemas
desafadores de Geometria, que surgem naturalmente ao longo deste processo.

Aqui € apresentado um exemplo, que pode ser encontrado em Silva (2004): um
£lme que ilustra uma demonstracao dindmica do Teorema de Pitdgoras.

A 1déia da demonstragdo consiste em: 1) construir quadrados sobre os lados de um
triangulo retangulo dado; 2) dividir de modo conveniente, em quatro partes, o quadrado
construido sobre um dos catetos; 3) através de certas translacOes, juntar estas partes
(na realidade £guras a elas congruentes), e mais o quadrado construido sobre o outro
cateto, preenchendo o quadrado construido sobre a hipotenusa. Isto ilustra o fato de
que a drea deste ultimo quadrado € igual a soma das dreas dos dois primeiros quadrados
(ver Figura 2, para uma ilustracao estatica).

O £lme que ilustra esta demonstragdo divide-se naturalmente em sete etapas. A
primeira e a ultima constituem posicdes de “repouso”, correspondentes as posicoes
inicial e £nal do problema, respectivamente. As cinco etapas centrais correspondem
aos movimentos de translacdes de cinco £guras distintas, por meio de cinco vetores
distintos. Em cada uma delas, a animagdo exige a criacdo de um ponto mével sobre
um segmento, o qual € distinto em cada etapa. O desafo é encadear todas estas etapas
no desenrolar de um unico £lme. Para isto, foi criado um segmento auxiliar e sobre ele
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Figura 2:

foi criado um ponto mével que € a chave, ou o cursor, que ird comandar a exibi¢do do
£lme. Este segmento auxiliar foi dividido em sete outros segmentos . A idéia basica
agora € que, a medida que o cursor percorre cada um destes cinco segmentos centrais,
outro cursor percorre o segmento conveniente na £gura. Com este £m, foi criada
uma macro que nada mais é do que uma proje¢do central, que estabelece uma bijecdo
mondGtona entre os segmentos convenientes. Esta macro €, entdo, aplicada cinco vezes,
cada vez a um par diferente de segmentos.

Mais um desafo € colocado pela seguinte questdo: para o bom desenvolvimento
do £lme, € necessdrio que, terminada a n-ésima etapa, a £gura que “desceu” £que,
durante as proximas etapas, parada no lugar em que havia chegado. Isto é conseguido
por meio de uma construcdo condicional. Na realidade, constroi-se outra £gura, geo-
metricamente coincidente com a posicdo £nal da n-ésima etapa, mas que existe se e SO
se o cursor estiver percorrendo as etapas seguintes a n-ésima. Para isto, evidentemente,
€ necessdrio usar as idéias de programagao geométrica, ja que estd sempre envolvida
uma condi¢@o: uma certa construgdo deve ser feita se e somente se determinado ponto
percorre determinado segmento.

4. Conclusao

Os exemplos citados constituem apenas uma amostra das inimeras aplicagdes da
programacdo geométrica. O importante é que permitem realizar um encadeamento de
processos dinamicos, o que €, essencialmente, a de£ni¢ao de £lme.
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Os resultados desta pesquisa ainda ndo foram testados em aulas reais, apenas em
apresentacOes especiais, semindrios e palestras, com excelente receptividade. Mas
estamos seguros da sua utilidade no ensino, essencialmente pelas razdes apontadas no
inicio da secdo 3, ou seja, porque permitem ao professor construir as suas proprias
apresentacdes dinamicas, sem necessidade de recorrer a especialistas em multimidia,
e constituem uma fonte preciosa de motivacao e esclarecimento para o aluno.
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Resumo: Inicialmente, apresentamos uma breve revisdo da abordagem tradicional
do conceito de assintotas encontrada nos livros de Cdlculo. A partir de teorias cogni-
tivas ligadas ao uso de novas tecnologias em Matemadtica, discutimos a difculdade de
desenvolver este conceito em turmas iniciais de Cdlculo a partir do tratamento encon-
trado nestes livros. Baseados em alguns conceitos importantes, como o de magnifca-
cdo local para o ensino de derivada encontrado no trabalho de David Tall, propomos
uma nova abordagem para o conceito de assintotas. Este processo, que denotaremos
por magnifcacdo global, foi desenvolvido em ambiente computacional por analogia a
proposta de Tall.

Palavras-chave: Assintotas, Detnicdo de Conceito, Imagem de Conceito, Magni-
£cagdo Local, Retiddo Local.

Abstract: We brierty review the Calculus textbooks’ traditional approach to the
concept of asymptotes and, under the light of cognitive theories on the impact of new
technologies in Mathematics, we argue the inadequacy of this approach to develop the
concept with a group of students attending the £rst calculus discipline. Based on some
important concepts, such as local magnifcation, which is proposed by David Tall as
means to develop the concept of differentiation, we propose a sequence of activities
to explore the concept of asymptotes using computational environment. We call this
process global magnifcation, to emphasize its analogy to the one proposed by Tall.

IEste artigo explora um aspecto da Monogra£a de Final de Curso, desenvolvida no IM-UFRIJ, sob a
orientacdo da Professora Elizabeth Belfort.
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1. Introducao

Tradicionalmente, nos livros de calculo, o conceito de assintotas se encontra de£-
nido da seguinte forma:

o Assintotas horizontais: A reta y = a € assintota horizontal da funcido f se
lim f(z)=aou lim f(z)=a.
r—+00 r——00

o Assintotas verticais: A retax = a é assintota vertical da fungdo f se lim f(x) =
r—a+

tooou lim f(z) = +oo.

o Assintotas inclinadas: A reta r(x) = ax + b ¢ a assintota inclinada da fungdo f
se liril (f(x) —r(x)) =0.

Como podemos perceber, a abordagem tradicional do conceito de assintotas esta dire-
tamente relacionada ao conceito de limite, que, como mostrado por Tall (1981,1986), é
bastante dificil para estudantes assimilarem com rapidez e, portanto, inadequado para
ser utilizado como base tnica nos estdgios iniciais de Calculo, que o préprio Tall de£ne
como o momento da Transicdo para o Pensamento Matemdtico Avancado. Enfm, a
nog¢do de limite se revela profundamente contrdria a intui¢do humana, como evidencia
sua propria evolugdo histérica e como destacam Cornu (1991), Malik (1980) e Sier-
pinska (1996). Portanto, isto nos leva a buscar novas alternativas para a abordagem
deste tema. Para tanto, vamos nos basear em pesquisas cognitivas previamente de-
senvolvidas sobre ensino de cdlculo. Iniciamos por apresentar uma revisao de certos
conceitos importantes para nosso estudo.

2. Teorias Cognitivas e o Uso de Novas Tecnologias

Vinner e Hershkowitz introduziram os termos "De£nicdo de Conceito"e "Imagem
de Conceito", que, posteriormente, foram descritos da seguinte forma por Tall e Vin-
ner:

e Defnicao de Conceito: Refere-se ao formalismo matemadtico, a forma de se usar
palavras para especifcar determinado conceito. Ela pode ou ndo estar de acordo
com a de£nicio matematica correspondente. E uma sentenca usada para espe-
cifcar o conceito em questdo, que pode ou ndo estar matematicamente correta,
como frisam Barnard e Tall (1996), Vinner (1980) e Tall (2000).
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¢ Imagem de Conceito: Descreve a estrutura cognitiva total que € associada com

0 conceito, na qual se incluem todos os quadros mentais, propriedades e proces-
sos associados. A imagem de conceito ndo inclui a de£nic¢do de conceito.

e Unidade Cognitiva: Tall e Tony Barnard (1996) denominam unidade cognitiva

cada porcao da estrutura cognitiva associada a um conceito em que o individuo
foca sua atenc¢do, ou seja, sdo partes da imagem de conceito a que o individuo
recorre para desenvolver idéias relacionadas. Estas unidades cognitivas podem
ser simbolos, fatos especif£cos ou genéricos, teoremas ou outros. Por exemplo, o
fato do grafco de toda fungdo do 1° grau ser uma reta ¢ uma unidade cognitiva.

Raiz Cognitiva: Segundo Tall (2000), em toda abordagem pedagégica relaci-
onada a qualquer conceito matematico devem, necessariamente, estar presentes
diferentes formas de representacdo, tendo como referéncia uma idéia matema-
tica central, chamada de raiz cognitiva. Esta apresenta certas caracteristicas
especifcas, que sdo: a de ser familiar para os estudantes e a de servir como base
para o desenvolvimento matematico posterior. E uma unidade cognitiva central.
Por exemplo, a nocdo de retiddo local (local straightness) apresentada por Tall
(2000) € uma raiz cognitiva importante neste trabalho, e serd explicada a seguir.

Magnifcaciao Local: Com o auxilio de um organizador genérico, o processo
de magni£cacdo local proposto por Tall consiste em dar “zooms” gradativos na
vizinhanca de um determinado ponto do grafco. Para ilustrar esse método, con-
sidere os grafcos apresentados na £gura 1, que foram gerados pelo Maple V.
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Figura 1: Magnifcacdo local da fun¢do y = x? na vizinhanga do ponto zy = 2.

Na £gura 1, vemos o processo de magnifcacdo local da fun¢do y = x2 em torno
de zy = 2. Este processo € utilizado por Tall no ensino de derivada e se baseia na
nocao de retiddo local, cuja idéia bésica € que curvas diferencidveis estudadas nos
cursos iniciais de Calculo se aproximardo de uma reta quando altamente magni£cadas
na vizinhanga de um ponto. A derivada €, portanto, apresentada como o coefciente
angular desta reta.

3. Uma Nova Proposta para o Estudo de Assintotas

Com inspiragdo neste trabalho, e também em desenvolvimentos subseqiientes pro-
postos por Giraldo (2001), encontramos uma raiz cognitiva para o ensino de assintotas
que poderia ser trabalhada com os alunos, utilizando-se o computador de forma ané-
loga neste processo. Para isto, € necessario de£nirmos:

e Magnifcacdo Global: por analogia ao processo de magni£cacdo local apresen-
tado, foi desenvolvido um processo de Magni£cacdo Global, que consiste em
buscar janelas grafcas com intervalos das varidveis x e y cada vez maiores, bus-
cando, assim, simbolizar a visualizacdo gra£ca global da fun¢do no in£nito.
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Este processo propicia uma exploragdo de uma no¢ao andloga a nocao de retidao
local e que serd de£nida e explicada a seguir.

e Nocdo de Aproximacdo Global: € uma nocao intuitiva, que se baseia no fato
do grafco de certas fungdes racionais se aproximarem no inf£nito de uma outra
funcdo, chamada Fun¢do Limitante. O grafco destas fun¢des podem ser retas
horizontais ou inclinadas, pardbolas, graifco de y = x3 e, muitas outras. A nocio
de aproximacao global € a raiz cognitiva proposta neste trabalho. Sdo exemplos:

2

1. Seja f : IR — IR uma fungdo defnida por f(z) = -7 5. Nafgura2, o
grafco desta fungdo estd representado para valores de x e y pequenos pela
linha continua e, em pontilhado, esté representado o grafco de g(z)=1.

4
3_

¥ 21

4
Figura 2: Representagdo da fungdo f(z) = mg—jl , com x€[-4,4] e ye[-4,4].
A mesma fun¢do f € apresentada na £gura 3, com intervalo para a varidvel

xbastante ampliado . Observa-se que ndo € possivel fazer a distingdo entre
seu grafco e o grafco de g(z) = 1.

-4000 -2000 U 2000, 4000

F . com x€[-5000,5000] e y€[-5.5].

Figura 3: Representagdo de f(z) =
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2. Seja h: IR — IR uma fung¢do de£nida por h(x) = $§—L Na £gura 4
apresentamos o grafco desta fun¢do para valores de x e y pequenos e, em
pontilhado, a fungdo i(x)=x.

Figura 4: Representacdo da fungdo
h(z) = -£7 , com x€[-4,4] e ye[-4,4].

Observe que a distin¢do entre as duas fungdes acima nao € mais observavel
na £gura 5, que representa o grafco de h(x) para intervalos grandes das
varidveis x e y:

3000

2000

1000+

3000 -2000  -1000

1000, 2000 3000

-10004

-20004

-3000-

Figura 5: Representacao de
h(z) = zf—il, com xc&[-3000,3000] e y<[-3000,3000].

44523

3. Sejaj: IR — IR uma fungdo defnida por j(z) = *z1-. Seu grafco para
valores de x e y pequenos estéd representado na £gura 6 e, em pontilhado,
k(z) = 2.
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Figura 6: Representagio da fungdoj(z) = “;;i’fg , com x€[-10,10] e ye[-10,10].

Observe agora na £gura 7 o grafco da mesma fung¢do para intervalos gran-
desdexey.

100004
8000
6000

4o

%2000

200 -100 U 100 200
20004 X

-40004
-50004
-50004

-10000-

Figura 7: Representacdo dej(z) = 250 oom x€[-200,200] e y€[-10000,10000].
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4. Consideracoes Finais

Esta proposta foi testada em turmas iniciais de Cédlculo no processo de pesquisa
de minha monografa “O Comportamento no Infnito de Funcoes Racionais com uma
Abordagem Computacional”. Veri£camos que a idéia de aproximagdo global apre-
sentada constitui verdadeiramente uma raiz cognitiva adequada, pois, ao contrario da
noc¢do de limite tdo vinculada as assintotas, esta se mostrou passivel de assimilacdo
pelos alunos e, consequentemente, capaz de ser utilizada posteriormente como base
para o conhecimento de outros topicos relacionados em Matematica. Mais do que isto,
houve um claro enriquecimento da imagem de conceito de assintotas, antes descrita
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resumidamente como: A reta da qual a fungdo se aproxima no infnito; € que passou
a ser descrita como: Existe uma funcdo limitante da qual a fungdo se aproxima no
infnito.
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Resumo: Esta experiéncia se fundamenta na utilizagdo do software GRAPHMAT
como ferramenta no estudo das funcoes biquadradas. Foi baseada em ofcinas para
professores e em sala de aula com alunos da 8° série do Ensino Fundamental ( faixa
etdria 13/14 anos ). Foi abordado o estudo da fun¢do biquadrada uma vez que a
mesma ndo consta em geral dos topicos abordados nos livros textos onde somente é
apresentada a equagdo biquadrada como um caso particular das equacoes do 2° grau
através de substituicdo de varidveis. O nosso estudo é realizado com uma abordagem
geométrica partindo da expressdo algébrica e fazendo a andlise de grdafcos.

Palavras-chave: GRAPHMAT; grdfcos; fun¢do biquadrada.

Abstract: This paper discusses in the use of the software GRAPHMAT as a tool
in the study of biquadratic functions . It is based in workshops for teachers and in
classrooms with pupils aged 13/ 14 years. We studied the . biquadratic function be-
cause it is not a subject that is presented in textl books. There , generaly speaking,
one £nd only the study of the biquadratic equation as a particular case of the solution
of the quadratic equation, by substitution of variablse. Our work was done within a
geometric approach by using algebraic expressions and analyzing the correspondent
graphics.

Key words: GRAPHMAT; graphics, biquadratic functions
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1. Introducao

Neste trabalho pretendemos mostrar a necessidade que t€ém os professores de Ma-
temadtica de se manterem sempre atualizados através de uma formacao continuada para
incorporar as novas tecnologias a sua praxis em sala de aula. E ndo € s6 o professor
que deve conhecer os novos recursos do ensino , mas os proprios alunos devem se
familiarizar com estes recursos , de modo a visualizar os diferentes conceitos por ca-
minhos diversos a £m de conseguir um aprendizado mais pleno. Alids os alunos hoje
em dia estdo, de uma maneira geral, mais acostumados a usar o computador do que a
maioria dos professores.

Para se adaptar as mudancas trazidas ao ensino pelas novas tecnologias o professor
deve procurar transformar o conjunto de seus esquemas de percep¢ado , de avaliacdo e
de acdo , isto €, mudar o que Perrenaud chamava de habitus , palavra que Bourdieux (
1972-1980 ) tomou de Tomas de Aquino ( pag.154-2001).

Neste trabalho , abordamos conceitos de Algebra enfocando-os de uma maneira
geométrica, utilizando como ferramenta o Software MPP - Mathematics Plotting Pro-
gram ou , alternativamente , o Software Graphmat , trabalhando com professores e
alunos na faixa etaria de 13/14 anos.

E tradicdo enfocar a resolucio de equacdes do 1° e do 2° graus antes de se analisar
as funcdes afm e quadratica. Desta resolugdo se passa a estudar a equacio biquadrada
como caso particular da equagdo do 2° grau através de uma simples substituicdo de
varidveis, sem nunca abordar a func¢io biquadrada.

Com este enfoque os alunos desenvolvem técnicas operatdrias mas nao constroem
os conceitos envolvidos ( Lins e Gimenez , 1997 ), o que os leva a esquecer rapida-
mente o que julgaram ter aprendido.

2. Questoes

Neste estudo com os professores , partimos dos graf£cos de fun¢des biquadradas , as
estudamos, as interpretamos e levantamos conjecturas que £zeram surgir as questoes:

Qual é a relacao entre os zeros de uma funcao e os coefcientes da equacao que
lhe é associada?

Qual é a relacio entre o grafco da funcio e a natureza das raizes da equaciao
que lhe é associada?

Esta mesma abordagem poderia ser utilizada com fun¢des do 1° ou do 2° graus.
Nao o £zemos , apesar que 0 GRAPHMAT o permitiria. Preferimos o estudo da fun¢do
biquadrada que ndo € visto em geral nos livros textos e assim despertamos o interesse
dos professores por algo diferente. Jogamos com a surpresa € o imprevisto.



ANALISE DE FUNCOES BIQUADRADAS ATRAVES DO SOFTWARE GRAPHMAT
Estela K. Fainguelernt e Franca C. Gottlieb

223

Por outro lado ,a vantagem do uso do software estd na rapidez com que “dese-
nhamos “ o grifco .Em lugar de “perder tempo *“ com célculos intermindveis e assim
conseguir dentro de um tempo de aula estudar, no méximo, dois ou trés casos, escre-
vemos a férmula de uma func¢do , apertamos um botao e , pluft!, aparece o seu graf£co
na tela. Podemos estudar um ndmero bem maior de fung¢des, variando ligeiramente os
coefcientes, facilitando deste modo o surgimento de observagdes, conjecturas, discus-
soes e até previsdes do que aconteceria se muddssemos este ou aquele coe£ciente.

3. A Experiéncia

Tradicionalmente a funcdo biquadrada, y = ax* + bx> +ccoma € R*,b € Re
¢ € R é muito pouco estudada. Conhecemos a equagdo biquadrada ax* + bx*> + ¢ = 0
coma € R, b € Rec € R por tratd-la como caso particular da equacdo do 2° grau
que se resolve substituindo a incégnita 22 pela incégnita .

H4 professores que nem a apresentam a seus alunos e outros que chegam ao re-
quinte de discutir a existéncia ou nio de raizes reais de acordo com os valores dos
parametros.

Alids hé professores que confundem a incégnita  da equagdo com a varidvel z da
funcao.

A incégnita € uma letra que representa os valores reais que anulam a equagao. Ela
€ “incognita”, ou seja “ndo conhecida”, e nosso trabalho, ao resolver a equacao, é
encontrar aqueles valores.

A varidvel independente é uma letra que, ao tomar diferentes valores (por isto ela
“varia”) faz com que a varidvel dependente y tome outros tantos diferentes valores o
que nos possibilita , dada a expressao algébrica da funcdo, construir o seu graf£co.

Pois esta pobre fun¢do, pouco explorada, apresentou-se muito interessante ao tra-
balhar com ela em um software GRAPHMAT.

A idéia era escrever a férmula de uma funcao biquadrada e olhar sua representacao
grafca que o software desenhava ao simples toque de um botao.

A forma da representacdo grafca entusiasmou os professores: era constituida por
dois “chifres” simétricos em relacao ao eixo dos y.

Foram feitas muitas representacdes de diferentes fungdes biquadradas com peque-
nas variagdes dos coefcientes, sendo que, de repente, algumas ndo tinham “chifres” .
Pareciam pardbolas, s6 que ndo o eram.

Comecou —se a questionar o porque destas conf£guracdes e de repente através desta
abordagem os professores estavam discutindo aquelas relacdes entre os coe£cientes
que tanto abominam quando sdo dadas aos alunos da 8 série de uma maneira comple-
tamente memorizada. Ja ao trabalhar pela primeira vez com os alunos de 8¢ série, eles
tem uma reacao diferente.Eles conseguem com naturalidade e sem muito esforco iden-
tifcar algumas diferencgas entre os grafcos e perceberem as relagdes dessas diferencgas
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com os coefcientes das expressoes algébricas.

4. Observacoes

I - O graf£co da fungdo biquadrada é simétrico em relac@o ao eixo dos y pois suas
raizes sio opostas duas a duas, uma vez que para se determinar os zeros da funcgdo,
resolvemos a equagio ax! + bx? + ¢ = 0 substituindo 2 por ¢t . Encontramos as
raizes t; e t da equacdo do 2° grau a ela associada e, voltando a equacao biquadrada,
encontramos quatro raizes simétricas duas a duas.

Figura 1:

II - Comparando os grafcos das duas expressdes y = 4r* — 42’ e y = 2* — 22
vemos que as duas funcdes sdo diferentes, e por isto os grafcos sdo diferentes, mas as
equagoes obtidas igualando a formula a zero sao iguais. Logo as raizes sdo as mesmas
mas os minimos nao. Ao multiplicar todos os coe£cientes da fun¢do por um numero k
, 0s minimos £cam multiplicados por &.

III - Os grafcos das expressdes y = 4x* + 4x?ey = x* + x? parecem pardbolas
mas sabemos que a pardbola € uma conica e sua representacdo algébrica é do 2° grau.
Alguns professores para justifcar essa afrmagao, selecionaram alguns pontos que per-
tenciam ao grafco da fungdo y = 4z* + 42% e os substituiram na fungiio quadrdtica
cuja formula geral é y = ax? + bx +c e verifcaram que alguns desses pontos nio
pertenciam a fun¢do quadrética cujo grafco € uma pardbola.
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IV - Se compararmos os grafcos das fungdes y = x4 +422 + 2; y = x* — 422 — —2;

y = 2 —42? + 2e y = x* + 42? — —2, vemos que £zemos translacdes: ao somar-
mos 2 o grafco foi para cima e desapareceram as raizes reais enquanto que quando
somamos - 2 o grafco foi para baixo e apareceram duas raizes reais e simétricas.

Figura 3:

Existem muita mais observacdes que podem ser obtidas das anélises dos grafcos
de funcdes.

5. Conclusoes

1 - Os professores aceitaram com difculdade mudar o contrato mas se conven-
ceram a fazé—lo observando que o software oferece a oportunidade para visualizar,
reconhecer e fazer justifcativas bem diferentes daquelas a que estdo acostumados.

2-Ao utilizar o software para fazer os grafcos das fun¢des biquadradas acima apre-
sentadas £caram muito surpresos com as formas que apareciam e alguns até diziam que
na £gura apareciam dois ‘“chifres” em alguns grafcos e em outros ndo. No primeiro
momento ndo sabiam por onde comegar a andlise, voltaram as expressoes algébricas,
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comecaram a perceber as diferengas e semelhancas entre os diferentes grafcos e des-
cobriram a relagdo entre os coe£ciente da fungdo e os seus zeros.

3 - Néao ¢ preciso decorar, € necessdrio visualizar bem, no mdximo analisar, um
quadro obtido reunindo todas as observacdes acima. Pois, qual € a vantagem de saber
automaticamente como serao as raizes estudando os coefcientes, se ndo ‘“vemos” e
“interpretamos” a situacao?

4 - Analisar representacOes diferentes, identifcar relagdes entre a linguagem algé-
brica e a linguagem geométrica nao € aprender mais conceitos e mudar a histéria, mas
apresentar novas formas de trabalho nas aulas de Matemadtica que levem os alunos a
construirem os signifcados das idéias matemaéticas que estdo sendo abordados. Isso
muda os curriculos e conseqiientemente os contratos de trabalho com os alunos.
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Resumo: Apresentamos neste trabalho uma ferramenta computacional sincrona
destinada ao ensino de geometria, o Tabulce. Este programa combina as facilidades
de uma ferramenta de geometria dindmica com o compartilhamento de construcoes
geométricas através da Internet, permitindo a aplicacdo de estratégias diddticas co-
laborativas em cursos a distancia em geometria.

Palavras-chave: Geometria Dindmica, Tecnologia educacional, CSCL.

Abstract: In this work, we introduce a synchronous computational tool destined
to the geometry teaching, called Tabulce. This program combines a dynamic geometry
tool with the possibility of sharing constructions through the Internet, allowing the
application of Computer Supported Collaborative Learning in distance education.

Key words: Dynamic geometry, Educational technology, CSCL.
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1. Introducao

Nos dltimos anos, temos presenciado um grande interesse na aplicac@o de tecno-
logias computacionais ao ensino. A revolugdo digital a que presenciamos no £nal do
século passado tem tornado o custo ao acesso a esta tecnologia vidvel para paises em
desenvolvimento. (Knitght, 1994).

Dentre as tecnologias que tem despertado maior interesse, podemos destacar aque-
las que permitem aos alunos e professores atuarem colaborativamente em torno de pro-
blemas. A Aprendizagem Colaborativa Auxiliada por Computador (CSCL — Computer
Supported Collaborative Learning) representa um campo de estudo em expansao.

O objetivo deste trabalho € a apresentacdo de um programa destinado a aprendiza-
gem colaborativa de geometria a distancia, desenvolvido pelo Projeto Enibam — UFRJ
(Oliveira e Guimaraes, 2001), o Tabula (Guimaraes et al., 2001). Este programa pos-
sibilita 0 compartilhamento de construcdes de geometria dindmica em um ambiente
colaborativo em rede.

Dentre as suas aplicagdes, destacamos a formacdo continuada de professores em
cursos a distincia. A organizacdo desses cursos tem como objetivo de melhorar a qua-
lifcacdo e promover uma melhor formacgdo aos professores, o que redete uma demanda
da sociedade.

No ambiente proposto o professor dispde de ferramentas para apoiar o0 processo
de acompanhamento e permite que um professor (tutor) interaja com maior nimero
de alunos. Desta forma torna-se possivel utilizar melhor a competéncia do profes-
sor para formulagdo e avaliagdo do processo, ampliando sua atividade como agente
capacitador, participando num processo cooperativo ndo como um mero transmissor
de conhecimentos de modo estitico, mas como um orientador, um facilitador e um
avaliador do processo educacional.

2. Aprendizagem cooperativa em matematica

Aprendizagem em matemadtica € vista, em geral, como uma atividade individual.
Alunos acompanham aulas expositivas e, em seguida, devem estabelecer uma rotina
de estudos isolados uns dos outros. A aprendizagem cooperativa representa uma alter-
nativa didética as aulas expositivas e a aprendizagem individual.

Davidson (1990) enumera algumas vantagens da aprendizagem em grupo:

1. Os grupos estabelecem um “mecanismo social de apoio” aos seus membros —
os alunos perderiam sua inibicdo em realizar perguntas muito elementares ao
fazé-las aos seus colegas de grupo.
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2. Esse “mecanismo social de apoio” possibilita uma discussio que facilita a £xa-
¢do e refor¢o de conceitos.

3. Os problemas em matematica, muitas vezes, possuem mais de forma de reso-
lucdo. A aprendizagem em grupo possibilitaria a verifcagdo de mais de uma
forma de solucdo pelos alunos.

4. Os alunos podem ser apresentados a problemas mais so£sticados, que nao seriam
adequados as restri¢des de sala-de-aula ou de aprendizagem individual.

Atividades cooperativas podem ser realizadas através do computador e verifca-se
grande interesse na literatura por ferramentas computacionais que facilitem o este tipo
de trabalho (Ellis, 1991). Dé-se o nome de Computer Supported Collaborative Work
(CSCW) ao campo de estudo que se dedica ao desenvolvimento e analise dessas ferra-
mentas.

O estudo das ferramentas colaborativas educacionais recebe o nome de Computer
Supported Collaborative Learning (CSCL). Apesar do grande interesse existente por
novas ferramentas de ensino, verifca-se um ndmero muito reduzido de iniciativas de
desenvolvimento de ferramentas para o ensino de matemadtica. Se restringem a progra-
mas isolados, muito especifcos como o Algebra Jam (Singley et al. 2000), destinado
ao estudo de curvas. A ferramenta que iremos descrever a seguir integra a possibi-
lidade de colaboracdo em rede com um software de geometria dinamica completo, o
Tabule.

3. O Tabulze

A geometria dinamica é um conceito computacional que representa uma classe de
programas usados como tecnologia educacional para o ensino de matemadtica (Schu-
man, 1989). O Tabule (Figura 1, Guimaraes et al. 2001) € um software de Geometria
Dinamica plana que foi desenvolvido no Projeto Enibam do IM/UFRJ ha pouco mais
de dois anos. Estdo envolvidos no projeto alunos de graduacdo dos cursos de engenha-
ria, bacharelado em matematica, informatica, licenciatura em matematica e desenho
industrial, além de alunos de mestrado e doutorado. A versao atual do Tabule contém
funcionalidades geométricas e vetoriais, além de calculadora. O objetivo principal do
programa € proporcionar uma alternativa brasileira, de classe mundial, aos softwares
encontrados no mercado hoje em dia.

Dentre as inovagdes do programa, em relacdo a similares no mercado, podemos
citar:

1. A interface grdfca permite a escolha entre os modos verbo-nome e nome-verbo.

2. Escrito em Java, o Tabul® € compativel com diversas plataformas.
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3. A programacao ¢ inteiramente orientada a objeto com o nicleo matematico e

interface grafca completamente separadas no programa.

4. O Tabulz pode gerar c6digo em Java, o que torna ttil na producdo de hipertex-

tos.

5. O design de interface foi elaborado baseado em principios ergondomicos.

6. Pode-se gerar relatérios detalhados de uso dos alunos.
7. Pode-se compartilhar construcdes através da Internet, facilitando a aprendiza-

gem colaborativa.

E2 Tabula (Yersdo 1.1.38 DEY) - [Ciirafaelenibam'tabulaeh1.1.34\estrofoide.ae]

Arquive  Editar Exibir  Construir Transforiiar Macro Caloular Formatar  Ajuda

BheEEE O T abeclleer |

AE[ON] ]

B
=

Figura 1: Uma estrofdide feita no Tabulz.

1

O compartilhamento de construgdes geométricas constitui-se na grande inovagao
do programa. Através dela, um usudrio pode enviar em tempo real sua constru¢do para
outro usudrio através da Internet. Dessa forma, um aluno pode colaborar com seus
colegas de maneira a resolver problemas em conjunto ou solucionar dividas com um
professor/tutor.

Quando um aluno utiliza um programa de geometria dindmica, ele pode realizar
seu trabalho a partir da tela em branco ou a partir de um arquivo ja gravado. A uti-
lizagdo de arquivos j4 previamente preparados para o aluno € interessante, pois assim

YA curva estroféide apareceu num trabalho de Isaac Barrow em 1670, embora existam relatos de
que Torricelli a tenha descrito em uma de suas cartas por volta de 1645. Gilles Roberval que viveu entre
1602 e 1675, na Franca, foi quem a de£niu como locus dos focos de uma conica obtida da intersec¢do
do plano com o cone. O nome estrofdide signifca uma tira com uma tor¢io e foi dado por Montucci

em 1846
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ele pode estudar problemas envolvendo constru¢cdes complexas, acompanhando cada
etapa necessdria.

No entanto, em muitas situagdes, é de interesse do aluno conhecer a maneira pela
qual determinada construcao foi elaborada. Através do compartilhamento € possivel ao
professor elaborar uma construcio que seja acompanhada simultaneamente pelos seus
alunos. Dessa forma, o professor teria controle ndo apenas das etapas construtivas, mas
também do ritmo a ser empregado em cada construcdo. Integrando uma ferramenta
deste tipo a uma sala de chat, o professor pode obter feedback acerca de cada etapa de
constru¢do em um ritmo semelhante ao vivenciado em sala-de-aula.

O Tabulz colaborativo estd estruturado na forma de um servico (Figura 2). Atra-
vés do programa cliente, um usudrio se registra no servico e entra em uma sala de
colaboracdo especifca. A comunicacio de construgdes é baseada em um cliente com
uma drea publica (visivel a todos os participantes da sala) e uma drea privada (visivel
apenas ao proprio usudrio).

O servico Tabul@ possui dois per£s especifcos: tutor e aluno. O tutor € responsédvel
por gerenciar o grupo e os acessos a darea publica (utilizada por um usudrio de cada
vez). O aluno acompanha as discussdes da drea publica, podendo fazer copias das
telas quando quiser. Caso deseje fazer contribui¢des para apreciag@o dos colegas, deve
pedir o acesso a drea publica e usi-la como se fosse a sua drea privada.

Para backup das constru¢des e manutengdo das informacdes de acesso as salas e
perfs, o Servico Tabule utiliza um banco de dados elaborado em MySQL. As in-
formacoes das salas e perfs podem ser acessadas através de interface Web para ge-
renciamento. Estd em desenvolvimento a integracdo do servico com programas de
gerenciamento de cursos a distancia, como o Teleduc, desenvolvido na Unicamp.

Y
[ Cliente
Servidor [ | Tabulze
Tabulae
\ Cliente
Tabulze
Banco de
dados
: Cliente
Servigo Tabulee
Tabule

Figura 2: Representacio esquematica do Servi¢o Tabulz.
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4. Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma ferramenta de colaboracido sincrona destinada
ao ensino de geometria, o Tabul®. Apresentamos suas principais caracteristicas como
programa de geometria dindmica e como estd estruturado para prover compartilha-
mento de construcdes e conseqiiente uso como ferramenta de colaboracao.

O programa, sem as funcionalidades de colaboragdo, ja se encontra em uso por
diversas escolas na cidade do Rio de Janeiro. O servigo colaborativo encontra-se em
fase de protétipo, com uso restrito a grupos de controle. Espera-se que a partir do
segundo semestre de 2004, essas facilidades possam ser incorporadas ao programa de
uso disseminado.
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Resumo: Apresentamos as curvas ovais encontradas em trabalhos do fisico esco-
cés, James Clerk Maxwell, escritos quando o autor era jovem. A partir do “processo
do jardineiro”, que permite tracar a elipse utilizando uma corda £xa nos focos por
seus extremos, o autor estuda um processo generalizado, obtendo uma série de ovais.
Finalmente, aplicamos a construgdo da elipse a partir do circulo diretor para investi-
gar as curvas ovais em Geometria Dindmica.

Palavras-chave: Maxwell, Ovais, Geometria Dindmica, Lugares Geométricos..

Abstract: We describe the oval curves found in the work of the Scottish scientist,
James Clerk Maxwell. Based on a well-known process, which allows the construction
of the ellipse with the aid of an inextensible thread £xed by its extremities on the foci,
the young author had developed a process to construct ovals. We also apply a gene-
ralized process to construct the ellipse in order to investigate the ovals in Dynamic
Geometry.

Key words: Maxwell, Ovals, Dynamic Geometry, Locus..
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1. Introducao

Embora importantes para o estudo dos fendmenos 6ticos, as curvas ovais nao siao
objeto de estudo matematico no Ensino Médio nem em cursos universitarios. Por outro
lado, em livros de Desenho Geométrico para o ensino bdsico, a oval e sua constru¢cdo
sdo apresentadas como uma aplicacdo das técnicas de concordancia de arcos de circun-
feréncia, o que pode levar a interpretacdo de que as ovais nao sao curvas matemdticas
e sim curvas “compostas’.

Os processos construtivos aproximados sdao necessarios em Desenho Geométrico,
pois essas curvas nao podem ser tracadas apenas com régua e compasso. No caso par-
ticular das construcdes de “falsas elipses” ou “ovais regulares”, sabemos que estamos
construindo uma aproximac¢do para uma curva que admite de£nicdo matemadtica pre-
cisa: a elipse. Neste caso, porém, hd uma pratica de constru¢do bastante conhecida,
em que se emprega um recurso mecanico. Nesse processo, referido como o “processo
do jardineiro”, se utiliza uma corda nao extensivel e de comprimento maior que a dis-
tancia entre os focos da curva, aos quais € presa por suas extremidades. Obtemos a
elipse a partir do movimento de uma pequena estaca apoiada na corda e que a mantém
sempre esticada.

Neste artigo, estudamos as ovais como curvas matemdticas passiveis de construcao
por meio mecanico similar. Esse estudo foi desenvolvido por James Clerk Maxwell,
em artigos datados de 1846 e 1847. Utilizamos, ainda, programas de Geometria Dina-
mica para enriquecer nossa andlise, pois 0os ambientes computacionais permitem mo-
delar tais curvas como lugares geométricos (LG). Para uma discussdo das aplicacoes
deste estudo em Desenho Geométrico, ver Gani e Belfort (2003), em que discutimos
como estas curvas podem ser comparadas com as aproximagdes construidas a partir de
arcos de circunferéncia.

2. Referéncias Historicas

A mencao do nome de James Clerk Maxwell nos conduz, imediatamente, ao campo
da Fisica, em que ocupa lugar de destaque, por seus resultados em eletromagnetismo
e na teoria cinética dos gases, além de outras substanciais contribui¢cdes em pesqui-
sas tedricas e experimentais, como o estudo da visdo colorida, a teoria dos anéis de
Saturno, a 6tica geométrica, a fotoelasticidade, a termodindmica, entre muitas outras
(Everitt, 1974).

O artigo inicialmente discutido, “On the Description of Oval Curves”, corresponde
a sua primeira atividade intelectual levada a publico. O estudo foi feito aos quatorze
anos de idade, e teve como estimulo um trabalho do pintor decorativo € membro da
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Sociedade de Artes, D. R. Hay intitulado “Description of a machine for drawing the
perfect egg-oval”, no qual o artista desenvolveu um aparato para desenhar uma oval
perfeita, em resposta a um problema proposto pelo Departamento de Ciéncia Aplicada.
Maxwell, que tinha iniciado seus estudos sobre as cOnicas, se interessou por encontrar
solugdes para o problema, vindo a publicar diversos artigos sobre o tema (Maxwell,
1846, 1847(a) e (b), in: Harman, 1990).

O primeiro artigo foi apresentado por seu professor James Forbes, e publicado no
“Proceedings of the Royal Society of Edinburgh”, em abril de 1846. O trabalho de
Maxwell foi introduzido nos “Proceedings” da seguinte forma: “Mr. Clerk Maxwell
ingeniously suggests the extension of the common theory of the foci of the conic to
curves of a higher degree of complication (...)” (ver Brisbane, in: Proceedings, 1909,
pg. 89).

Segundo relato da comunicagdo de Forbes, feita por Brisbane, as ovais encontra-
das por Maxwell coincidem com as descritas por Descartes (1894, pp 50-53), em sua
“Geometria”. Porém, segundo Forbes, a identidade entre as ovais nao invalidou o tra-
balho do jovem, que apresentou um método “fdcil e elegante” para descrever as curvas
utilizando um £o e pinos, quando as poténcias dos focos sdo comensuraveis.

Campbell e Garnett (1882) afrmam, baseados em depoimentos, que Maxwell des-
conhecia o trabalho de Descartes e que a Unica instru¢do em matemaética que havia
recebido, até a data em que os trabalhos foram escritos, consistia em alguns teoremas
da geometria de Euclides e uns poucos elementos de dlgebra. O préprio Maxwell iden-
tifcou suas curvas com as do famoso matemético em uma carta a seu pai, um ano apos,
em abril de 1847.

E, ainda, interessante comentar que, até os dezenove anos, os estudos de Maxwell,
em Fisica, estavam bastante atrelados a Geometria: escreveu artigos em geometria di-
ferencial, estudando a familia de curvas geradas da mesma forma que a cicléide; fez
investigagdes em Otica geométrica, que conduziram a descoberta das lentes “olho de
peixe”’; aprofundou trabalhos de Gauss em transformacdes de superficies. Em 1850 foi
para Cambridge, onde desenvolveu diversos estudos em Fisica; suas pesquisas em ele-
tricidade, magnetismo e na teoria eletromagnética da luz, cujos resultados o tornaram
notdvel, tiveram inicio logo apds a sua graduacdo, em 1854 (Everitt, 1974).

3. As Ovais de Maxwell

O jovem Maxwell partiu da analogia entre o Circulo e a Elipse e imaginou uma
forma de generalizar o processo para a construcdo de ovais. Através do conhecido
método mecanico de construcao da elipse, “o processo do jardineiro”, que se baseia
no principio de que a soma de duas linhas tragadas dos focos para qualquer ponto na
curva é uma quantidade constante, estabeleceu como condi¢@o essencial que a soma
constante poderia ser obtida a partir de diferentes multiplicidades dos raios vetores,
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com qualquer nimero de focos (conforme ilustrado na £gura 1).

CIRCULO ELIPSE

Soma dos raios vetores Soma dos raios vetores

A C B

Figura 1: O circulo como uma elipse de focos coincidentes e raio duplo.

Maxwell desenvolveu sua pesquisa estudando as curvas com dois focos. Na £gura
2, ilustramos o processo com a propor¢ao mais simples (1:2), isto €, dobrando o £o
preso a um dos focos. Dessa forma, a curva € modi£cada pela inuéncia da propor¢dao
dupla do raio AD e, ao invés da elipse, obtemos uma oval.

“A thread is £xed on the focus B at the other end is loop at D for tracing point and
the thread is passed round a pin in the focus A (...)” 2(Maxwell, in: Harman, 1990, pg
36.)

A B

Figura 2: Constru¢ao de uma oval de razdo 1:2 pelo “processo do jardineiro”.

Tendo obtido as ovais de dois focos, como curvas que podem ser matematicamente
descritas como os lugares geométricos dos pontos P do plano, tais que, se d; e ds sdo
as distancias de P a dois pontos £x0s A e B, entdo m X dy +n X dy = ¢, onde ¢ €
uma constante arbitraria, Maxwell (1946) desenhou uma série de exemplos, variando
as distancias dos focos e as propor¢des m e n, denominadas de poténcias dos focos.

Conforme ilustrado na £gura 3, esse estudo experimental, com propor¢des comen-
surdveis, mostrou que: (1) se a distancia entre os focos é muito pequena, a £gura se
aproxima de um circulo; (2) € possivel que o foco do raio de menor multiplicidade
esteja posicionado sobre a oval e, neste caso, a £gura assume uma forma “pontuda”;
e (3) € possivel que um dos focos (aquele de menor poténcia) £que localizado fora da
£gura que, no entanto, ndo perderd sua forma oval caracteristica.

Depois de investigar a variedade de formas geradas por dois focos em diversas
proporgdes e diferentes distancias, Maxwell pesquisou as curvas obtidas com um maior
nimero de focos. Mais tarde, em marco de 1847, escreveu um manuscrito sobre as
curvas trifocais, no qual faz a andlise geométrica das mesmas e apresenta algumas
proposicoes.
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Figura 3: Diferentes posi¢des para os focos de uma oval de razao 1:2.

4. Um Estudo do problema em Geometria Dinamica

A seguir, ilustramos dois processos de exploragdo do estudo de Maxwell em Geo-
metria Dindmica. O primeiro deles € o processo do jardineiro, no qual se torna neces-
sario trabalhar a curva como a unido de dois lugares geométricos (£gura 4a, razdo 1:2).
No segundo processo, a idéia geométrica de uma constru¢do baseada em um tnico LG
¢ uma

generalizagdo da construcio da elipse, através do seu circulo diretor. Para a cons-
trucdo da oval, ao invés de dividirmos em partes iguais o segmento AD, que une o ou-
tro foco a um ponto do circulo diretor, o dividiremos em partes proporcionais, usando,
para isso, o Circulo de Apolonio, como ilustrado na £gura 4b.

.y -

R Eirc. Apol. Meloide,

BM AM

(a) (b)

Figura 4: Construcdes das Ovais de Maxwell em Geometria Dindmica.
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Em nosso segundo exemplo, observe que o ponto E pertence ao circulo de Apold-
nio, logo y = 2z. Desta forma, como 2 + y = ¢ (raio do circulo diretor), temos que z +
2z =¢, ou seja, o ponto Epertence a oval de focos A e B, razao 1:2 e constante ¢ dada.
Note-se, ainda, que o Circulo de Apoldnio, tragcado sobre o segmento AD encontrard a
reta suporte do raio BD, do circulo diretor, em outro ponto, F', que gera uma segunda
curva, para o qual teremos: FD =2 FA. Ou seja, temos que 2FA — FB = ¢, o que pode
ser considerado como uma analogia a construcao da hipérbole.

Em 1847, como parte de um “brilhante” artigo matemadtico, (ver Campbell e Gar-
nett, 1882), Maxwell reconhece essas curvas e as constréi pelo processo do jardineiro,
denominando-as de Mel6ides, enquanto as ovais passam a ser chamadas de Apidides.

5. Consideracoes Finais

Os programas de Geometria Dindmica, devido a sua forma de implementacao, sdo
de pouca ajuda para reproduzir o estudo de Maxwell sobre ovais com trés ou mais
focos. Por outro lado, € possivel explorar as curvas bifocais muito além do que foi
brevemente discutido neste artigo.

Por exemplo, é possivel pesquisar diferentes posicdes dos focos e a forma que este
posicionamento afeta as curvas Meldide e Apidide. Outra investigagcdo interessante
estd relacionada com o estudo das tangentes as ovais, que Maxwell desenvolveu em
seu artigo de 1847. Por um ponto qualquer sobre a oval ele constrdi, inicialmente, o
circulo que melhor aproxima a curva nesse ponto (como ilustrado na £gura 5). A reta
tangente a oval coincide com a reta tangente a esse circulo. O Circulo de Apolonio,
que utilizamos em nossa construcio da £gura 4a, coincide com o circulo construido
por Maxwell, conforme reconheceu Playfair (ver Campbell e Garnett, 1882).

Quando consideramos o ensino de Desenho Geométrico, observamos que a cons-
trucdo de “ovais” como curvas compostas por arcos de circulos j4 era tratada por Fre-
zier (1737), em seu Tratado de Estereotomia'. Para arquitetos e construtores, 0 uso
dessas curvas aproximadas facilitam todas as etapas do trabalho de constru¢do. Fre-
zier insiste que as curvas originais sdo preferiveis as “copias”, porém cede a pressdao
da prética e apresenta um conjunto de regras para que a “harmonia” da curva seja
garantida nas aproximacoes.

A £gura 6 mostra a comparagdo entre a constru¢do de uma falsa elipse (dados seus
dois eixos), como proposta por Frezier, e a verdadeira elipse. O estudo, desenvolvido
com o auxilio da Geometria Dindmica, permite alterar o tamanho dos eixos e avaliar,
criticamente, os resultados obtidos. Podemos visualizar que uma diferenca signifca-
tiva entre os tamanhos dos eixos fard com que a aproximacao obtida se afaste da curva
matematica correta e, consequentemente, aquela serd menos harmoniosa.

'De forma resumida, a Esterotomia pode ser considerada como “a arte do corte de £guras espaciais”.
Seu estudo era particularmente importante no corte de pedras para construcdes.
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—_ ——

razéo 2:7

Figura 5: A reta tangente a oval de Maxwell por um ponto da curva.

\“\\ Curva imitando a elipse - Frezier Elipse

\U

v

Figura 6: Comparacao entre a “falsa elipse” e a elipse.
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Como conseqii€éncia dessas constatacdes, podemos assumir que existe a possibi-
lidade de trabalhar com uma Xexibiliza¢do do posicionamento dos centros dos arcos
utilizados nessas construcdes, desde que os principios de concordancia sejam manti-
dos. Pesquisas destas possibilidades podem ser desenvolvidas com facilidade em G.
Din. e nos levam a verifcar que diferencas muito grandes entre os raios dos circulos,
envolvidos no processo, repetem as “falhas” de construgao ja observadas por Frezier,
ao alertar que “a subita mudanca de curvatura £ca facilmente perceptivel a visdo”.

A partir do estudo das ovais de Maxwell, cria-se a possibilidade de desenvolver
construgdes criticas similares para as ovais irregulares, em ambiente de G. Din.. A
£gura 7, compara a “falsa oval irregular”, construida a partir da concordancia de arcos
de circulos, com uma possivel curva matemadtica que esta pretende aproximar.

Curva imitando a oval Oval na razdo 2/3

Figura 7: Comparagdo de uma oval de Maxwell com a “oval irregular” em G. Din.

Finalmente, a motivacao histdrica para o estudo das curvas ovais esté relacionada
com o estudo a dtica, em particular com o estudo de espelhos e lentes.

Figura 8: Imagens de feixes luminosos por um espelho oval concavo.

A £gura 8 € composta de dois diagramas, cada um deles ilustrando a imagem por
um espelho oval concavo de um feixe de raios luminosos: no diagrama da direita,
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o feixe incide paralelamente ao eixo do espelho e no da esquerda o feixe parte de
uma fonte £xa A. Em ambiente de G. Din., construimos o lugar geométrico dos raios
luminosos incidentes e redetidos. Estudos similares podem ser feitos explorando o
espelho convexo. Observe que esta investigacdo aponta para a existéncia de curvas
envoltorias dos raios redetidos. As curvas obtidas, de interesse fisico e matematico,
sao exploradas no artigo de Guimaraes (2004), que pode ser encontrado nestes anais.
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Resumo: Hoje em dia o papel do usudrio de tecnologia estd sendo mais e mais re-
conhecido e estd se tornando crucial para vdrios campos de estudo (re)olhar para esta
questdo, especifcamente quando se trata de ambientes educacionais e organizacoes
de trabalho. Este artigo discute brevemente espacos ontologicos em que usudrios
de tecnologia estdo alocados, nos campos da Inteligéncia Artifcial (IA), Interacdo
Homem-Mdgquina (IHM) e Sociologia da Tecnologia (ST). O artigo também mostra
como a consciéncia sobre o papel do usudrio estd gradualmente mudando o enfoque
de tais campos. Por £m, uma visdo panoramica de meu doutorado é dada, o qual diz
respeito ao papel do usudrio na Educacdo Matemdtica.
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Abstract: Nowadays the role of users of technology is being more and more ack-
nowledged and it is becoming crucial for various £elds of study to (re)look at it, spe-
cifcally when concerning working organisations and educational settings. This paper
briexty discusses ontological spaces that users of technology are located within the £-
elds of Artifcial Intelligence (Al), Human-Computer Interaction (HCI) and Sociology
of Technology (ST). It also shows how the awareness of the role of users of technology
is gradually changing the focus of such felds. Finally, it gives an outline of my PhD
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studies, which concerns the role of users in the Mathematics Education £eld.
Key words: Sociology of Technology; the role of users of technology; technology
as text; users as readers of technology.
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1. Introducao

Hoje em dia o papel do usudrio de tecnologia estd cada vez mais reconhecido.
Assim, passa a ser crucial para varios campos de estudo (re)olhar esta questdo, espe-
cifcamente quando se trata de organizagdes empresariais € ambientes escolares. Ve-
rifcamos este fato se olharmos para a forma como o papel do usudrio de tecnologia
estd alocado, ontologicamente, por exemplo, nos campos de estudo da Inteligéncia Ar-
tifcial (IA), Interacio Homem-Mdquina (IHM) e da Sociologia da Tecnologia (ST).
Da mesma forma que a consciéncia do papel do usudrio, o enfoque de tais campos de
estudo estd gradualmente mudando, trazendo novas tendéncias para os mesmos (Lins,
2001). Estarei discutindo aqui estes pontos de maneira resumida pois a inten¢do € de
um artigo curto. Nele quero também trazer uma visdo panoramica sobre a minha pes-
quisa de doutorado, que diz respeito ao uso do Excel e Cabri-Géometre por professores
de matematica, seus usuarios.

2. Inteligéncia Artifcial (IA)

IA, por exemplo, teve originalmente seu enfoque nos sistemas de desenvolvimento
e implementagdo, cujo comportamento parece ‘inteligente’ aos olhos dos observado-
res: olhando para o sistema, observadores podem legitimamente conjecturar que seu
comportamento é devido a algum tipo de raciocinio. Entdo, o termo ‘Inteligente’ de
‘Intelig€ncia Artifcial’ signif£ca essencialmente que modelos habilitam uma médquina
a resolver problemas, no sentido que solug¢des para estes problemas tem sido a priori
codifcados, mas € a maquina que os constréi originalmente. Por esta razdo, em IA,
modelagem computacional de um processo deve ser entendida como modelagem com-
putacional do conhecimento dentro dele. Conseqiientemente, uma metodologia para
avaliar um ambiente de ensino/aprendizagem sobre a base de conceitos e ferramentas
de IA € uma das questdes cruciais discutida em um debate sobre o desenvolvimento da
‘Inteligéncia Artifcial e Educacdo’ como campo de pesquisa (Balacheff, 1993). Por
exemplo, um dos primeiros projetos signifcativos em IA no inicio dos anos 70 com
respeito aos campos da Tecnologia Educacional e Educacdao Matemadtica foi o projeto
LOGO (Papert et al., 1979). LOGO tem sido largamente usado nas escolas por todo
o mundo desde seu lancamento. Muitos estudos de pesquisa foram feitos sobre o im-
pacto de seu uso nos processos de ensino e aprendizagem, enquanto o LOGO vem sido
usado e entendido por professores, estudantes e escolas (seus usudrios). A pesquisa de
doutorado de Agalianos (1997) ¢ um bom exemplo sobre este assunto. Agalianos
tomou LOGO como unidade de anélise, usando Estudos Culturais como referencial
tedrico para discutir LOGO como um produto cultural na educacdo. N3do vou aqui
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me aprofundar sobre o trabalho de Agalianos, mas vale a pena mencionar que este foi
produzido com a inten¢do de desenvolver uma linguagem socioldgica para entender
computac¢do educacional e sugerir que a introdugdo e uso de tecnologias na educagao
deveriam também ser situados dentro de um contexto social, politico e cultural.

A partir deste exemplo podemos notar que o que apareceu como um dos primeiros
projetos de IA, com seu enfoque nos sistemas de desenvolvimento e implementagcao
(em que o comportamento parece inteligente aos olhos de observadores), veio a ser um
objeto de estudo, cuja preocupacgdo central € o papel do usudrio.

3. Interacio Homem-Maquina (IHM)

Por sua vez, a Ciéncia Cognitiva foi a voz tedrica dominante nos estudos de IHM
desde seu aparecimento como campo de estudo. Ciéncia Cognitiva, como referencial
tedrico para tecnologia, enfatizou representagdes mentais como seu principal enfoque
de estudo. Concentrou em informac¢do, sua representacao e propagacgdo, ignorando o
estudo de artefatos (Zinchenko, 1986). No £nal dos anos 80 alguns pesquisadores deste
campo comegaram a sentir um ‘incémodo tedrico’, no sentido de que Ciéncia Cogni-
tiva seria um paradigma muito restrito para investigar, por exemplo, as diferengas e
escolhas do uso de tecnologia por usudarios (Bannon e Bodker, 1991). Uma chamada
para novas perspectivas tedricas foi explicitamente discutido em 1993 na Holanda, du-
rante um workshop ‘Rethinking theoretical frameworks for HCI’, por alguns pesquisa-
dores que reconheceram como inadequados os referenciais cognitivos tradicionais e a
consciéncia crescente sobre o papel do usudrio. Um dos produtos deste workshop foi o
livro editado por Nardi (1997) que traz Teoria da Atividade como uma alternativa para
o pedido de um novo quadro teérico para IHM. Na Teoria da Atividade, pessoas ndo
sdo reduzidas a ‘agentes’ em um sistema: ‘processamento de informagdes’ ndo € visto
como algo a ser modelado da mesma maneira para pessoas e maquinas. Nesta teoria,
artefatos sao mediadores do pensamento e comportamento humanos. Por esta razdo,
no livro pode-se achar maneiras préticas de aplicar Teoria da Atividade para o design
tecnoldgico. Por exemplo, Nardi (capitulo 10, Nardi 1997) reanalisa alguns dados de
um estudo de ‘fazedores de slides’ (como apresentacao PowerPoint) usando construtos
da mesma. Nardi argumenta que a aplicac@o de alguns conceitos basicos da Teoria da
Atividade teria feito sentido imediato aos dados numa primeira instancia. Novamente,
devido a falta de espaco ndo serd possivel descrever o trabalho de Nardi. Vale a pena
dar uma olhada neste livro e ver como outros estudos em IHM foram feitos, tomando
Teoria da Atividade como referencial tedrico.

Antes de discutir o campo da Sociologia da Tecnologia, gostaria de enfatizar que
Teoria da Atividade ndo € e nem foi tomada como uma rejei¢do a Ciéncia Cognitiva,
como afrma Kaptelinin (capitulo 5, Nardi 1997), mas sim uma expansao radical sobre
a mesma. Uma das razdes que Kaptelinin levanta para a necessidade desta expansao
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€ que um dos aspectos chave nos estudos em IHM deveria ser entender coisas: tec-
nologia — objetos fisicos que mediam a atividade (que envolve usudrios). No entanto,
Ciéncia Cognitiva, como Kaptelinin e outros pesquisadores apontam, ignorou e ignora
o estudo de artefatos, insistindo sobre representacdes mentais como enfoque principal
de estudo.

4. Sociologia da Tecnologia (ST)

Sociologia da Tecnologia tem também uma trajetdria de visdes distintas sobre o
tratar tecnologia e seus usudrios. Por exemplo, a abordagem ‘determinismo tecnold-
gico’, por exemplo, ndo leva em consideragcdo nenhuma dimensao social e cultural,
por afrmar que as inovagdes mais apropriadas sobrevivem e apenas aqueles que se
adaptam a tais inovagdes prosperam (Grint e Woolgar 1997, p. 11). Esta abordagem
sustenta que o comportamento humano e até mesmo o curso da histdria sdo largamente
determinados pela tecnologia, ao invés de ter induéncia sobre ela. Sendo assim, esta
abordagem toma uma visdo essencialista radical sobre tecnologia por tratar tecnologia
como um desenvolvimento autdnomo, que determina organizagdes sociais € econdmi-
cas e relacdes. Os primeiros sinais de resposta a esta abordagem (Woodward 1965,
Freeman 1987) veio a ser um modelo conhecido como ‘sistemas sécio-técnicos’. Tal
modelo incluiu diferentes elementos para tecnologia, tais como, pessoas, organiza-
coes, género e outros. Embora esta teoria tenha sido desenvolvida com o objetivo de
ndo tomar uma visdo essencialista sobre tecnologia, carrega a premissa implicita que
a natureza e a capacidade da tecnologia vao além do mérito de uma anélise socio-
légica. Isto €, nesta teoria a natureza e capacidade da tecnologia sdo tratadas como
dadas, objetivas e ndo problemdticas. Um conjunto de alternativas a abordagem do
determinismo tecnoldgico, desenvolvido com o rétulo genérico de ‘social shaping’,
sugerindo que a capacidade da tecnologia € equivalente as circunstancias politicas de
sua producdo (Williams e Edge, 1991). Tal abordagem argumenta que andlise social
deve levar em conta a prépria tecnologia. Apesar desta abordagem tomar uma perspec-
tiva anti-essencialista sobre tecnologia, isto €, tecnologia ndo sendo tratada como dada
e ndo problemadtica, ha uma limita¢do nos aspectos sociais sobre tecnologia. Dentro
desta abordagem, apenas os processos de desenvolvimento e implementacio sao tra-
tados, causando um subestimar sobre as interpretacdes dos atores (usudrios) € usos
da tecnologia. Uma macro-abordagem mais ambiciosa, chamada de ‘alinhamentos
sOcio-técnicos’, considera a importancia do alinhamento entre tecnologia e sociedade
ao invés de enfocar o nivel especifco de desenvolvimento tecnolégico ou consumo
tecnoldgico. Hill (1988), por exemplo, argumenta que tecnologia deveria ser tomada
como um texto cultural, isto é, um artefato pode apenas ser trazido a vida através de
um texto cultural — as regras pelas quais sabemos usar o artefato. Outra abordagem,
teoria ‘actor-network’ (Latour 1988, Law 1991), tenta ir ao encontro dos requerimen-
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tos acima por explicar o desenvolvimento e estabilizacdo das formas de tecnologia.
Ao passo que a abordagem alinhamentos sdcio-técnicos enfoca os resultados dos ali-
nhamentos entre os aspectos sociais € técnicos, a abordagem actor-network enfoca a
construgdo pratica destes alinhamentos.

Para superar esta problemdtica, se deve atribuir a mesma importancia aos designers
e usudrios de tecnologia, o que parece ndo ser atacado nas abordagens mencionadas
acima. Grint e Woolgar (1997) tomaram uma perspectiva de tratar tecnologia como
texto, designers como escritores e usudrios como leitores deste texto. Eles chamam tal
perspectiva ou abordagem de anti-essencialista, pois ndo hd uma tendéncia, chamada
por eles ‘tecnicismo’, encontrada nas outras abordagens. Desta maneira, Grint e Wo-
olgar argumentam que “o que a maquina é, o que ela fard, o que seus efeitos serdo, sdo
o resultado de leituras especifcas do texto ao invés de enderecar diretamente da essén-
cia de uma tecnologia ndo mediada ou auto-exploratéria. A capacidade e capabilidade
da tecnologia nao € nunca transparentemente 6bvia e necessariamente requer alguma
forma de interpretacio; tecnologia ndo fala por si mesma mas tem que ser falada por...”
(Grint e Woolgar 1997, p. 32). Grint e Woolgar ndo desenvolvem pesquisa na drea de
educagdo, mas sim em ambientes de trabalho como organizac¢des e empresas sobre o
uso de tecnologias, tdo bem quanto o papel do designer, das tecnologias e dos usudrios.

ApOs esta breve descri¢do sobre algumas das abordagens em ST, pode-se ter uma
idéia de como o papel do usudrio pode ser visto de maneiras distintas nesta drea de
pesquisa.

5. Comentarios Finais: Uma Pesquisa de Doutorado

Muitos estudos de pesquisa tem sido feitos em Educacao Matemdtica sobre situa-
coes de ensino/aprendizagem em um ambiente micromundo. Um bom ndmero deles
tomam, implicitamente ou explicitamente, o software como dado, ndo problematico
(como por exemplo, Detorri et al., 1995; Sutherland ,1995; Detorri et al., 2001; Cap-
poni e Balacheff, 1989; Hoyles et al., 1991; Malara et al., 1992; Rodgers e Thomlin-
son, 1993; Sutherland e Rojano, 1993; Balacheff e Sutherland, 1994 e 1999; Laborde,
1995 e muitos outros). Tal posicao, que pode ser chamada de essencialista, implica
certos resultados £nais preocupantes quando, por exemplo, mostram ou justifcam o
que os professores precisam para alcancar para melhor e mais adequadamente usar
tal software. Em outras palavras, nesses estudos, ‘o software do professor’ € igual ao
‘software objetivo’ menos ‘o que ainda estd para ser alcangado’:

software do professor = software objetivo - o que estd ainda para ser alcangado

Em contraste a este quadro, minha pesquisa de doutorado teve dois objetivos cen-
trais. O primeiro, elucidar que Cabri e que Excel estavam sendo constituidos pelos
professores de matematica, isto €, olhar para o que estava sendo dito por eles sobre
Cabri e Excel; e o segundo objetivo, investigar até que ponto isto estaria ligado ao uso
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do Cabri e Excel pelos professores dentro e fora da sala de aula. Aqui, olhar para ‘o
que esta sendo dito’ signif£ca olhar quais signifcados estdo sendo produzidos pelos
professores para Cabri e Excel de um ponto de vista anti-essencialista (Lins 2000a,
Grint e Woolgar 1997). Acredito que tratar software como texto e professores de ma-
temadtica como leitores de tal texto d4 vazao para entender como e porque um software
estd sendo tomado e usado em sala de aula — entender a pratica do professor. Esta
embutido nisto uma tentativa de evitar uma visao essencialista sobre software (ou tec-
nologia em geral) quando analisando seu uso por professores. Em outras palavras,
nesta pesquisa ‘o software do professor’ € para ser entendido como algo diferente do
‘software objetivo’ menos ‘o que ainda esta para ser alcancado’. Uma de minhas hip6-
teses era de que o software que chega em um ambiente de sala de aula ndo € o software
que uma vez foi projetado, desenvolvido, mas sim um software: aquele que o professor
constituiu. O Cabri e o Excel apresentados em uma sala de aula sdo um Cabri e um
Excel: o Cabri e o Excel do professor. Desta maneira, argumento que o uso de um
software para o ensino nao estd apenas, por exemplo, ligado ao curriculo escolar mas
fortemente ligado ao que o professor vé nele.

Acredito que a maior contribuicdo que minha pesquisa traz para a comunidade
cientifca da Educacdo Matemitica € o quadro (referencial) desenvolvido para abordar
o uso da tecnologia em Educagdo Matematica de um ponto de vista anti-essencialista.
Inspirada pelo referencial tedrico desenvolvido por Woolgar e Grint, na Sociologia
da Tecnologia, pude trazer para a nossa drea e comunidade cientifca de Educacio
Matematica esta perspectiva, este olhar, para dai podermos entender melhor o uso
de tecnologias no ensino/aprendizagem da matematica Ainda, acredito contribuir e
informar a drea de pesquisa em Formacao Inicial e Continuada de Professores, ja que
este estudo teve como enfoque o uso do Cabri e Excel por professores de matematica
correspondente ao segundo ciclo do Ensino Fundamental.

Tal abordagem, uma nova perspectiva de onde se olhar o uso de qualquer tecnologia
em Educacao Matématica, traz a idéia de se tomar designer como autor, software como
texto e o professor leitor deste texto. A intencdo de tratar tecnologia como texto (neste
caso, Cabri e Excel como texto) é a de ndo mais tomar ou olhar um software como
algo dado, ndo problematico, algo como que objetos ja estejam 14, para serem vistos.
Caso vocé nao os vé, ndo os enxerga, vocé€ estd entdo em falta, faltando. Ao invés
deste modo de pensar, vejo e tomo o software sem esséncia. Parto do principio de
que ndo ha nada 14, desde que vocé me diga o que 14 estd. Ou seja, um texto vem
a ser um texto quando signi€cados sdo produzidos para o mesmo. E neste momento
que ele se d4 como texto, e ndo antes disso. E importante mencionar que produgéo de
signifcados deve ser entendido aqui como processo, € ndo como algo estatico, £xo.
Novos signifcados podem ou serdo produzidos para 0 mesmo objeto. A importincia
estd, no caso desta pesquisa, na consciéncia do Cabri/Excel do professor a £m de
entender como e porque Cabri e Excel estdao sendo tomados e usados em sala de aula
como tal.

A pesquisa de doutorado consistiu em quatro estudos de caso: dois professores
ingleses com relacdo ao Excel e outros dois com relagdo ao Cabri. Devido a falta de
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espacgo neste artigo, questoes metodoldgicas ndo serdo abordadas. Uma discussdo so-
bre um dos estudo de caso com relagdo ao Excel pode ser encontrada em Lins (2000b).
Com relagdo ao Cabri, um dos (ditos) poderosos aspectos do mesmo €, por exemplo,
o modo de arrastar que permite a deformacao de £guras, o qual traz dinamismo, onde
idéias de dependéncia e independéncia podem ser exploradas por meio do estabeleci-
mento de relacdes entre pontos em £guras geométricas.

Os dois estudos de caso relacionados ao Cabri (Lins, 2001), mostraram que ver e
tratar o Cabri como tal ndo era o caso. O modo de arrastar ndo tinha nada a ver com o
Cabri de Anthony e o Cabri de Camilla na época em que eles foram entrevistados. Isto
nao implica que nunca o serdo. Novos signi£cados podem ou poderao ser produzidos
por cada professor para o Cabri, ja que producdo de signifcados deve ser entendida
como um processo. A questdo aqui € a importancia de tal consci€ncia sobre a existén-
cia do Cabri do professor a £m de entender como e porgue o Cabri estd sendo tomado e
usado de tal maneira em sala de aula. Estarei discutindo em detalhes dois dos estudos
durante o HTEM.

Quanto as contribui¢des ja mencionadas trazidas por esta pesquisa para a comuni-
dade de Educag¢do Matematica, acredito vir a provocar novos debates e novos olhares
de como pensar sobre o uso de tecnologia no ensino/aprendizagem de matematica,
bem como avaliar o uso dos mesmos por professores, alunos, educadores matemati-
cos, matematicos puros e até mesmo os proprios designers, que apds terem criado o
proprio texto, deixam de ser autores do mesmo, se tornando entdo leitores.

Agradecimentos

Gostaria de agradecer a Luiz Mariano Carvalho e a Victor Giraldo, colegas que
sempre me iluminam com discussdes frutiferas, por terem me encorajado a submeter
este artigo ao I HTEM.



NOVAS TENDENCIAS SOBRE O PAPEL DO USUARIO DE TECNOLOGIA: OLHANDO
PARA ALGUNS CAMPOS DE ESTUDO
Bibi Lins 255

Referéncias:

Agalianos, A. S.: 1997, A Cultural Studies Analysis of Logo in Education. Unpu-
blished PhD thesis. London: Institute of Education.

Balacheff, N.: 1993, ’Arti£cial Intelligence and Real Teaching’. In Keitel, C. e
Ruthven, K. (eds.), Learning from Computers: Mathematics Education and Techno-
logy. NATO Series F, Vol. 121, pp. 131-158. Springer Verlag-Berlin.

Bannon, L. J. and Bodlker, S.: 1991, ‘Beyond the interface: Encountering artifacts
inuse’. InJ. Carroll (ed.), Designing Interaction: Psychology at the Human Computer
Interface. Cambridge: Cambridge University Press.

Capponi, B. and Balacheff, N.: 1989, Tableur et calcul algébrique. Educational
Studies in Mathematics, V. 20, pp. 179-210.

Balacheff, N. and Sutherland, R.: 1994, Epistemological domain of validity of mi-
croworlds: the case of LOGO and Cabri-Géometre. In Lewis, R. and Mendelson, P.
(eds.), Lessons from Learning (A-46). IFIP - Proceedings of the International Federa-
tion for Information Processing, France. Elsevier Science B. V., North Holland.

Dettori, G. et al.: 1995, ’ An Analysis of the Relationship between Spreadsheet and
Algebra’. In Burton, L. and Jaworski, B. (eds.), Technology in Mathematics Teaching:
a bridge between teaching and learning, pp. 261-274. England: Chartwell-Bratt.

Dettori, G. et al.: 2001, ’From Arithmetic to Algebraic Thinking by Using a Spre-
adsheet’. In Sutherland R. et al. (eds.), Perspectives on School Algebra, pp. 191-208.
Kluwer Academic Publishers.

Freeman, C.: 1987, "The Case for Technological Determinism’. In Finnegan, R.
et al. (eds.), Information Technology: Social Issues. Milton Keynes: Open University
Press.

Grint, K. and Woolgar, S.: 1997, The Machine at Work: Technology, Work and
Organization. Polity Press.

Hill, S.: 1988, The Tragedy of Technology: Human Liberation Versus Domination
in the Late Twentieth Century. London: Pluto Press.

Hoyles, C.; Healy, L. and Sutherland, R.: 1991, Patterns of Discussion between
Pupil Pairs in Computer and Non-Computer Environments. Journal of Computer As-
sisted Learning, n. 7, pp. 210-228.

Kaptelinin, V.: 1997, ’Activity Theory: Implications for Human-Computer In-
teraction’. In Nardi B. A. (ed.), Context and Consciousness: Activity Theory and
Human-Computer Interaction, pp. 103-116. MIT Press.

Laborde, C.: 1995, 'Designing Tasks for Learning Geometry in a Computer-based
Environment’. In Burton, L. and Jaworski, B. (eds.), Technology in Mathematics Tea-
ching and Learning, pp. 35-68. London: Chartwell-Bratt.

Latour, B.: 1988, ‘The Prince for Machines as Well as for Machinations’. In Elliot,
B. (ed.), Technology and Social Process. Edinburgh: Edinburgh University Press.



256

Anais do II HTEM

Law, J.: 1991, ’Introduction’. In Law, J. (ed.), A Sociology of Monsters: Essays on
Power, Technology and Domination. London: Routledge.

Lins, B.: 2000a, The Importance of Premises: From an Essentialist to an Anti-
Essentialist View of Technology in Mathematics Education. Proceedings of the BSRLM
Day Conference, V. 20, n. 3, pp. 49-53. Loughborough University, England.

Lins, B.: 2000b, An Anti-Essentialist View of Technology in Mathematics Educa-
tion: what difference can It make to Mathematics Teacher Education?. Proceedings of
the International Conference on Technology in Mathematics Education ICTME), pp
133-139. Lebanese American University. Beirut, Lebanon.

Lins, B.: 2001, Towards an Anti-Essentialist View of Technology in Mathematics
Education: The Case of Cabri-Géometre. Proceedings of the 25th International Group
for the Psychology of Mathematics Education (PME 25), Vol.1, p. 338. Utrecht, The
Netherlands.

Malara, N.; Pellegrino, C. and Tazzioli, R.: 1992, I fogli elettronici in attivita di
matematica per gli allievi dagli 11 ai 16 anni. Pubbl. Comune di Modena, Italy.

Nardi, B. A. (ed.): 1997, Context and Consciousness: Activity Theory and Human-
Computer Interaction. MIT Press.

Nardi, B. A.: 1997a, ’Some ReXections on the Application of Activity Theory’. In
Nardi, B. A. (ed.), Context and Consciousness: Activity Theory and Human-Computer
Interaction, pp. 235-246. MIT Press.

Papert, S., Watt, D., diSessa, A. and Weir, S.: 1979, Final Report of the Brookline
Logo Project, Logo Memos 53 e 54, Massachusetts Institute of Tecnology. Cambridge,
Mass.

Rodgers, G. and Thomlinson, M.: 1993, *Spreadsheet Applications in Modelling
Problems Based on Partial Differential Equations’. In De Lange et al. (eds.), Innova-
tion in Maths Education by Modelling and Applications, pp. 117-129.

Rogers, Y., Bannon, L. and Button, G.: 1993, Organisers of the INTERCHI’93
Workshop on Rethinking Theoretical Frameworks for HCI. P.O. Box 7685, 1118 ZK
Schiphol Centrum, The Netherlands.

Sutherland, R. and Rojano, T.: 1993, Bridging the gap between non-Algebraic
and algebraic approaches to problem solving in Mathematics. Proceedings of the V
International Symposium of Research in Mathematics Education. Merida, Mexico.

Sutherland, R. and Balacheff, N.: 1999, Didactical Complexity of Computational
Environments for the Learning of Mathematics. International Journal of Computers
for Mathematical Learning, V. 4, pp. 1-26.

Williams, R. and Edge, D.: 1991, *The Social Shaping of Technology: A Review
of UK Research Concepts, Findings, Programmes and Centres’. In Dierkes, M. and
Hoffman, U. (eds.), Research on the Social Shaping of Technology in France, Ger-
many, Norway, Sweden, the United Kingdom and the United States. Berlin: Wissens-
chaftszentrum Berlin fur Sozialforschung.

Woodward, J.: 1965, Industrial Organization. Oxford: Oxford University Press.

Zinchenko, V. P.: 1986, Ergonomics and informatics. Problems in Philosophy 7,
pp. 53-64.



EM 2 Coléquiode
Histdria e Tecnologia no Ensino de Matematica
pags: 257:263
Artigo selecionado
Luiz M. Carvalho e Carlos A. de Moura (editores)
ISBN: 85-89498-02-6 (©) 2004, Editora IME-UERJ

Comunicacao 30

GEOMETRIA DINAMICA NO ENSINO
DE OTICA

Carlos Eduardo Aguiar
Departamento de Fisica Nuclear
Instituto de Fisica

UFRJ

carlos @if.ufrj.br

Resumo: Discutimos como os programas de geometria dindmica podem ser usa-
dos para superar algumas difculdades conceituais freqiientemente encontradas pelos
estudantes de otica geométrica.

Palavras-chave: Geometria Dindmica; Otica.

Abstract: We discuss how dynamic geometry software can help overcoming some
conceptual diffculties frequently met by students of geometrical optics.

Key words: Dynamic Geometry, Optics.

257



258

Anais do II HTEM

1. Introducao

Programas de geometria dinamica sdo “réguas e compassos’ virtuais, com os quais
objetos geométricos podem ser construidos e manipulados no computador. Esses pro-
gramas criam ambientes (ou “micromundos”) ricos em possibilidades pedagdgicas,
onde relacdes geométricas podem ser exploradas interativamente.

O potencial pedagdgico da geometria dindmica ndo se restringe ao ensino de geo-
metria. Neste trabalho discutimos como a aprendizagem de um ramo da fisica, a 6tica
geométrica, pode ser muito facilitada pelo uso desses programas. A 6tica geométrica €
uma das dreas da fisica em que mais diretamente se pode passar de modelos matema-
ticos a sistemas reais ligados a nossa experiéncia cotidiana. Ela é também um campo
com importantes aplicagdes préticas, como a fotografa, microscépios e telescopios.
Apesar disso, as difculdades que os estudantes encontram no aprendizado 6tica geo-
métrica sao notdrias. Os maiores problemas parecem dizer respeito justamente a como
eles conectam conceitos formais aos fendmenos do mundo real (Goldberger & McDer-
mott, 1986, 1987). E neste contexto que um ambiente de geometria dindmica pode ser
de muita utilidade, associando modelos matematicos abstratos a constru¢des de grande
apelo visual. A modelagem de sistemas 6ticos em ambientes de geometria dinamica
pode dar aos estudantes uma perspectiva nova, mais intuitiva, sobre como os conceitos
basicos da 6tica geométrica se relacionam com fendmenos reais.

Nas proximas se¢des ilustraremos com alguns exemplos o quanto a geometria di-
namica pode ser util no ensino de dtica. As construcdes que discutiremos foram de-
senvolvidas com o TABULZ, mas € ficil adapta-las a outros programas de geometria
dindmica, como 0 CABRI ou 0 GEOMETER’S SKETCHPAD.

2. Formacao de Imagem no Espelho Plano

A redexdo por um espelho plano é bom exemplo de como se pode usar a geometria
dinamica para estudar dtica. A Fig.1 mostra a janela do TABULZE apds a criacdo de
representacdes de um espelho, um objeto pontual, € um raio luminoso que vai do
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objeto ao espelho.
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Segundo os principios da 6tica geométrica, o angulo que o raio redetido forma
com o espelho € igual ao angulo de incidéncia. Com esta relacdo £ca fécil tragar o raio
redetido, que estd mostrado na Fig.2 juntamente com sua extensao “virtual” para tras
do espelho.

O préximo passo € estudar o que acontece com 0s outros raios que saem do ob-
jeto e atingem o espelho. Com as ferramentas de constru¢do de lugar geométrico
(locus), que quase todos os ambiente de geometria dindmica possuem, isto pode ser
feito rapidamente, com resultados muito instrutivos. A Fig.3 mostra o lugar geomé-
trico ocupado pelos raios incidente e redetido (com sua continuacio virtual) quando o
ponto de incidéncia percorre o espelho. O notdvel nesta £gura € a constatacdo de que
todas as continuacdes virtuais se encontram em um mesmo ponto. Para um observa-
dor em frente ao espelho, os raios redetidos parecem emanar de uma fonte luminosa
pontual situada atrds do espelho — uma imagem do objeto foi formada! Poucas apre-
sentacdes da Otica geométrica sdo capazes de ilustrar de maneira tao vivida o conceito
de imagem. Mais ainda, no ambiente de geometria dindmica podemos manipular graf-
camente o espelho e o objeto, e estudar o que acontece com a imagem. Na Fig.4 vemos
que a imagem acompanha o deslocamento do objeto, £cando em posi¢do simétrica em
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relacdo ao espelho.
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Construcdes geométricas desse tipo podem ajudar a superar varias dif£culdades
conceituais comuns entre os estudantes. Por exemplo (Goldberger & McDermott,
1986), cerca de 30% deles entram nos curso de ética acreditando que a imagem ¢é
formada na superficie do espelho. Um nimero semelhante sai do curso afrmando que
a posicao da imagem muda quando o observador se move. A constru¢do apresentada
nas Figs.3 e 4 mostra claramente que essas concepcdes sao errOneas. Surpreenden-
temente, 70% dos estudantes aprovados em cursos de Otica créem que se estiverem
frente a um espelho muito pequeno, dando um passo atrds verao mais de seu proprio
corpo. Que tal nocao “intuitiva” € incompativel com as leis da 6tica £ca 6bvio a partir
da constru¢do mostrada na Fig.5.
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3. Espelhos Esféricos

O espelho esférico € um sistema bem mais complexo que o espelho plano, mas
pode ser tratado com a mesma simplicidade nos ambientes de geometria dindmica.
A Fig.6 mostra como um espelho concavo produz uma imagem real, ao contrdrio do
espelho plano cujas imagens sdo virtuais. Também diferentemente do espelho plano,
nem sempre um espelho esférico produz uma imagem bem de£nida. Isso estd ilustrado

na Fig.7, que mostra o que ocorre quando o objeto estd longe do eixo de simetria do
espelho.
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Figura 6

Figura 7

Como a curvatura do espelho pode ser modi£cada dindmicamente, com uma tnica
construgdo € possivel estudar espelhos cOoncavos e convexos. A redexdo por um es-

pelho convexo, obtida com a mesma estrutura geométrica que gerou as £guras acima,
estd mostrada na Fig.8.
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Novamente, muitas difculdades conceituais relativas a espelhos curvos apresenta-
das pelos estudantes podem ser reduzidas com a modelagem geométrica desses siste-
mas 6ticos. Por exemplo, cerca de 30% dos alunos afrmam que metade da imagem de-
saparece se metade do espelho esférico for coberta (Goldberger & McDermott, 1987).
Uma simples inspe¢do das £guras acima mostra que isto ndo é verdade.

4. Comentarios Finais

Esperamos ter mostrado com os exemplos acima o quanto um programa de geome-
tria dindmica pode ser itil no estudo da Gtica geométrica. E claro que os casos tratados
aqui ndo esgotam as possibilidades de aplicagdo desses programas a otica. Com a
mesma facilidade com que estudamos os espelhos € possivel investigar lentes, pris-
mas, o arco-iris, € muito mais. Alguns desses sistemas estdo discutidos em (Aguiar,
2003).

E importante ressaltar o cardter interativo e exploratério das construgdes produzi-
das nos ambientes de geometria dindmica - modi£ca¢des nas £guras podem revelar
aspectos novos e inesperados, que por sua vez podem ser estudados em maior detalhe
com outras construcdes, e assim por diante. Este tipo de atividade, que poderiamos
chamar de modelagem geométrica, certamente teria um impacto muito positivo no
ensino da 6tica geométrica e de outras dreas da fisica.
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Resumo: A introdugdo da histéria da matematica no ensino das nogdes e dos con-
ceitos matemdticos remete-nos a relacao privilegiada que a matemética mantém com
o pensamento e a £loso£a ao longo do tempo. As questdes levantadas dizem respeito
a induéncia da matematica sobre a £losofa, ou a da £losofa sobre a matematica, ou
ainda ao desenvolvimento interno da prépria matematica. Estes trés aspectos coexis-
tem em vdrios estddios da evolucdo da matematica.

Tragaremos brevemente alguns eixos de trés exemplos signi£cativos. 1) a desco-
berta dos irracionais que levam a divisdo pelos gregos da matemdtica entre nimeros
e grandezas e a reorganizagdo axiomdtica dos Elementos. Tratada por Platdo, esta
descoberta atravessa a redexao do Menon e do Teeteto. 2) A geometria analitica de
Descartes relacionada ao projeto de mathesis universalis e ao Discurso do Método do
£16sofo. 3) O célculo in£nitesimal de Leibniz com o projeto da caracteristica univer-
sal e a Monadologia do pensador. Nesta perspectiva, a historia da matemdtica aparece
como um elemento chave da educagdo matemadtica, pois ela pde em jogo o contetido
cultural e a arte de pensar que a matematica veicula.

Palavras-chave: Historia da matemdtica, Educagcdo matemdtica, .Filosofa da ma-
temdtica, ensino da matemdtica

Abstract: The use of History of mathfor teaching mathematicals concepts asks
us the question of the privilegiate relation between math and Philosophical thinking.
That question includes the induence of math on Philosophy, the induence of Philo-
sophy on maths and the self internal development of math. These three sides exist in
various steps of evolution of mathematics. We want to point out three signifcative
examples of that question. 1) The discovering of irrational numbers which brings the
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Greek distinction between numbers and quantities and axiomatic reorganization of the
Elements. The analysis of that problem is an important part of Plato’s work Menon
and of Theetete. 2) Analitic geometry of Descartes and Descartes’ project of mathesis
universalis and Discours de la Méthode. 3) The inf£nitesimal Calculus of Leibniz with
his project of universal characteristics and his Monadologie. In this perspective, the
History of math stands up as a crucial part of math education because it involves the
cultural signifcation and art of thinking which mathematics represents.

Key words: History of mathematics, mathematics teaching, Philosophy of mathema-
tics.
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A introdugdo da histéria da matemadtica no ensino das no¢des e dos conceitos ma-
tematicos remete-nos a relacao privilegiada que a matematica mantém com o pensa-
mento € a £losofa ao longo do tempo. As questdes levantadas dizem respeito a in-
ruéncia da matematica sobre a £losofa, ou a da £loso£a sobre a matematica, ou ainda
ao desenvolvimento interno da propria matematica. Estes trés aspectos coexistem em
varios estadios da evolu¢ao da matemadtica.

H4 alguns anos, os programas de ensino (os programas franceses, mas € também o
caso dos programas brasileiros) introduziram explicitamente a histéria da matematica
dentro do ensino da matemadtica desde o secundédrio como uma necessidade na trans-
missao das nocdes ensinadas. Isso signifca uma tarefa nova para a pedagogia da ma-
temadtica, isto €, qual pode ser o contetido deste novo tipo de interven¢do. Atualmente,
0s manuais trazem poucos documentos. E se os programas fazem uma bela declaracao
de intencao, ndo indicam o contetddo que pode implicar tal introdu¢cdo em um curso do
secundario. Elaborar uma metodologia a este respeito representa um trabalho longo e
sO pode se realizar através de experiéncias.

Eu vou descrever um tema de intervengdo a respeito da questdo da unidade da
matematica/unidade da ciéncia que ja realizei parcialmente em aulas no ultimo ano
do Liceu Moliere, Liceu francés do Rio de Janeiro. Esta intervencdo envolve trés
£l6sofos (Platdo, Descartes e Leibniz) e precisa ser desenvolvida em trés etapas ou
trés momentos do ano. O problema dos irracionais e o Teeteto de Platdo no inicio do
ano enquanto se trata das seqii€ncias numéricas; o problema da mathesis universalis
das Regulae e a Geometria de Descartes, enquanto se aborda a geometria cartesiana no
espaco ou a geometria do plano complexo; a caracteristica universalis e o algoritmo
diferencial leibniziano dentro do primeiro texto fundador (1684), Nova Methodus de
Leibniz.

1. Teeteto de Platao

Este didlogo envolve trés protagonistas, o professor de matemdtica Teodoro, um
dos seus alunos mais brilhantes Teeteto e Socrates. O problema dos irracionais apa-
rece logo na introdu¢do quando Sdcrates pergunta a Teeteto o que é a ciéncia ? Teeteto
responde por uma longa enumeragdo de ci€éncias. Tomando o exemplo da lama, S6-
crates mostra entdo o quanto € ingénua a resposta de Teeteto: a gente pode citar uma
infnidade de tipos de lama sem a£nal entender melhor o que € a lama. O que constitui,
alids, uma distin¢cdo bem clara entre uma de£nicdo por extensdo e uma de£ni¢do em
compreensao.

A £m de mostrar que ele entendeu bem o exemplo, Teeteto relata a aula de Teodoro
que ele assistiu. Teodoro mostrou como dos nimeros de 3 até 17, alguns como 4,9¢ 16
eram quadrados cujo lado é comensuravel a unidade e o lado dos outros como 3, 5 etc...
nao € comensuravel a unidade. Depois desta descoberta, os alunos (provavelmente bem
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dirigido pelo professor — isso ndo diz Platdo) ndo se contentam com esses exemplos,
tentam generalizar e acabam por dar uma classi£cacdo dos nimeros em duas classes:
aqueles que sdo quadrados de um nimero comensuravel a unidade e os outros... Depois
desta ilustracdo pela matemadtica do problema de de£nir uma noc¢do, o didlogo vai
discutir varias defni¢des possiveis do que € a ciéncia, sem, todavia, chegar a uma
resposta de£nitiva.

Do ponto de vista da matematica, o interessante deste relato de um curso de ma-
tematica dado hd mais de 25 séculos € o encaminhamento da propria matemadtica que
constrdi assim as diversas extensdes dos conjuntos de nimeros. Como estes conjun-
tos sdo in£nitos, € impossivel de£ni-los em extensdo, mas € necessdrio encontrar uma
de£nicdo em compreensdo. Em termos atuais, os alunos de Teodoro de£nem o con-
junto das solugdes positivas (nesta época, a no¢do de nimero negativo ndo existe) da
equacdo x%=n, n sendo inteiro.

No tocante a histéria do pensamento e da £loso£a, vé-se como a questao da unidade
da ciéncia (o que caracteriza a ciéncia) toma sua inspiracdo na matemadtica e, nesta
época, na questdo da unif£cacio dos nimeros e das grandezas como a diagonal de uma
in£nidade de quadrados que ndo podem ser expressos em termos de nimeros inteiros
(tal nimero é chamado pelos gregos areton, isto €, inexpressivel). Vé-se também
que as questdes da matematica ultrapassam a disciplina para se tornar interrogacoes
mais fundamentais o que d4d uma resposta forte a pergunta dos alunos (Por que fazer
matematica ? Serd realmente util ?): a matemadtica serve primeiro para bem pensar...

Podemos ler com os alunos alguns trechos do Teeteto, em particular as linhas onde
Teeteto evoca a aula de matematica sobre os irracionais (146 c-d-e, 147).

2. A mathesis universalis e a Geometria de Descartes

Nas Regulae ad directionem ingenii, Descartes inicia sua procura pela matematica
e propde uma mathesis universalis (Regula IV) que deve constituir esta obra e que con-
siste em respeitar certas regras para pensar direito. Em vdrias regras, a aplicacdo da
dlgebra a geometria, uma das grandes elabora¢des matematica de Descartes, € tomada,
por exemplo, de um pensamento sintético € mostra como a matemadtica ajuda a repre-
sentar o real. A ciéncia aristotélica ndo era uma, pois cada ci€ncia possuia um género
e ndo havia uma ciéncia dos géneros. Assim, segundo Aristoteles, a matemdtica tem
dois géneros distintos, os nimeros, dominio da aritmética, e as grandezas, dominio da
geometria. Os dois dominios, do descontinuo e do continuo, ndo comunicam. A Geo-
metria de Descartes e as Regulae quebram os géneros aristotélicos. Esta problematica,
alids, levard Descartes ao projeto de uma fisica matematica.

Virias idé€ias das Regulae sao reformuladas no Discurso do Método, que € o prefa-
cio de trés obras cientifcas, a Geometria, a Otica e Dos Meteoros, € é o manifesto do
pensamento moderno.
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Quando se trata de ensinar a geometria analitica, € importante mostrar que o seu
nascimento acompanha o inicio do pensamento e da ciéncia moderna. Na Geometria,
Descartes realiza a unidade da matematica de seu tempo. Com efeito, desde os Gregos
coexistiram duas disciplinas matematicas paralelas, a geometria e a aritmética que,
com Diophantes e os Arabes, torna-se a dlgebra. Descartes faz da dlgebra a lingua-
gem da curvas, mesmo se as equacoes algébricas nao podem exprimir o que Descartes
denomina curvas mecdnicas, que sao de fato curvas transcendentes. Mas € esta formu-
lagdo algébrica das curvas que possibilitarad o calculo diferencial e a andlise das curvas
transcendentes. A obra de Descartes tem outro efeito importante: dar um impulso ao
desenvolvimento da dlgebra.

Estes aspectos sdo ressaltados em sala de aula através de uma leitura critica de
trechos das Regulae e da Geometria (por exemplo, o inicio da parte I que trata da
constructibilidade dos nimeros e a introducao da parte II, que classifca as curvas).

3. A caracteristica universal de Leibniz e o algoritmo
diferencial.

O texto fundador do Célculo diferencial, publicado em 1684, Nova Methodus pro
Maximis et Minimis, itemque tangentibus...Novo método para encontrar os maxima e
os minima, assim como as tangentes...foi recentemente reeditado em Francés (in Le
calcul différentiel, 1989 Vrin) e apresenta as regras, assim como as primeiras apli-
cagoes do algoritmo diferencial por Leibniz. O programa francés do tltimo ano de
liceu preve a introdugdo da notagdo leibniziana. No que diz respeito a pedagogia, é
interessante, depois de ter tratado a derivacdo e mostrado a sua e£cdcia para determi-
nar as tangentes e as variagdes de uma funcdo, mostrar como Leibniz aplicava o seu
algoritmo diferencial as equacdes das curvas. O simbolismo leibniziano do célculo
diferencial € logo aplicado em Fisica. Nao tratar este em aula de matematica faria com
que o aluno imaginasse que ha duas matematicas, aquela da aula de matematica e outra
que deve usar em fisica.

Neste sentido, o texto de Leibniz mostra como se obtém ndo s6 as propriedades das
curvas (tangente, extremos) mas também mostra uma demonstracao da lei de Snell-
Descartes usando o principio de Fermat. O primeiro texto do cdlculo diferencial de-
fende assim a unifcacdo da matemdtica e da fisica. Leibniz mostra também que o
método € universal, isto €, permite analisar tanto as curvas algébricas quantas as trans-
cendentes e assim mostra, (0 que representa um passo adiante em relagdo a Descartes)
que o dominio da andlise € o estudo de qualquer curva.

Vale lembrar o projeto de Leibniz de uma caracteristica universal, linguagem do
pensamento, que permitiria diferenciar o raciocinio verdadeiro do falso e acabar com
qualquer polémica (em vez de dizer discutamos, diriamos calculemos !). E preciso



270

Anais do II HTEM

também ressaltar a diferenca do conceito de infnito entre Leibniz e Descartes. Se-
gundo este ultimo, a légica é criagdo de Deus e, portanto, € contingente. Nao se pode
operar sobre o in£nito visto que o infnito € dominio exclusivo de Deus. Para Leibniz, a
l6gica € necessdria e ndo € criacdo. Até Deus usa a l6gica. Nossa capacidade de pensar
logicamente faz-nos participar da esséncia divina. O calculo diferencial mostra como
operar logicamente sobre o in£nito. Se Descartes (como alids Galileu) representa o
inicio da critica da matematica e fisica aristotélica, Leibniz (com Newton) continua
este trabalho. Com o seu algoritmo diferencial, ele inaugura um tipo de raciocinio que
sai dos quadros da légica aristotélica e cria as condi¢des da elaboracdo da mecanica
analitica.

Podemos ler e comentar em sala de aula os trechos mais importantes do primeiro
texto do célculo diferencial que comporta doze paginas.

4. Conclusao

Este tipo de intervenc¢do requer um pouco de trabalho de preparacdo, mas € ne-
cessario sob vdrios aspectos. Em primeiro lugar, ndo se trata de formar no liceu ma-
temdticos pro£ssionais, mas sim formar futuros cidadaos que entendem as relagdes
existentes entre os dominios do saber. Neste sentido, € necessdrio ressaltar o quanto as
no¢des mais relevantes ensinadas apareceram na Historia elaboradas por pensadores
que ndo eram s6 matematicos, mas também fisicos, £16sofos.

Em segundo lugar, a histéria da matematica permite ao aluno entender que as no-
¢oes ensinadas foram concebidas ao longo de um processo lento e que, para entendé-
las, € préciso também vérios esfor¢cos da sua parte.

Enfm, este tipo de atividade em sala de aula pode representar para o aluno o re-
cuo necessario para pensar sobre o conteido ensinado, redexao sem a qual nao ha
realmente compreensao.
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Resumo: Este artigo descreve uma experiéncia realizada na UFF, visando con-
ciliar aspectos do ensino tradicional com a utilizacdo de recursos computacionais
no ensino de Cdlculo Diferencial e Integral. O objetivo do projeto foi, ndo somente
dinamizar as disciplinas de Cdlculo usando novas tecnologias, mas, principalmente,
desenvolver no aluno o senso critico em relagdo ao uso do computador, mostrando as
suas possibilidades, bem como as suas limitacoes.

Palavras-chave: Ensino de Cdlculo, Recursos Computacionais, Maple.

Abstract: This paper describes an experiment, which was carried out at UFF;, ai-
ming to conciliate the aspects of the traditional teaching and the use of computational
tools in Differential and Integral Calculus teaching. The objective of this project was
to make the Calculus teaching more dynamic by introducing new technologies, as well
as, to develop the student’s critical sense about the use of computers, showing both
their possibilities and its limitations.

Key words: Calculus teaching, Computational tools, Maple.
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1. Introducao

Recursos da CAPES destinados aos projetos PROIN (Programa de Apoio a Inte-
gracdo Graduacdo/ P6s-Graduacdo) e PRODENGE/PRODINE (Programa de Desen-
volvimento das Engenharias/Programa Interdisciplinar em Engenharia — UFF), possi-
bilitaram, em 1998, a instalacao de dois laboratérios de informatica na Universidade
Federal Fluminense, UFF, um para o Curso de Matematica e outro para os Cursos
de Engenharia. Um dos programas disponibilizados nesses laboratorios foi o Maple
V, cuja licenga para uso universitario foi adquirida com verba concedida pela PROPP
(Pré-Reitoria de Pesquisa e P6s-Graduacao da UFF). Isso tornou possivel a introducao
de novas tecnologias no Ensino de Matemadtica, na Universidade. Um dos projetos
pioneiros, na UFF, foi uma introdu¢do ao Maple como uma ferramenta didatica para
auxiliar a compreensdo do contetido programatico da disciplina de Calculo I para o
Curso de Matematica. Posteriormente, essa experiéncia foi estendida para a disciplina
de Calculo I oferecida para os Cursos de Engenharia.

A intenc@o que permeava essa iniciativa era, nado somente ilustrar melhor os con-
ceitos tedricos, através da utilizacdo dos recursos grafcos e da elaboragdo de cédlculos
algébricos mais complexos que os programas computacionais matematicos possibili-
tam; mas, principalmente, promover uma mudanca de metodologia, transformando o
conceito tradicional onde o professor, em geral, é o tinico participante ativo da ativi-
dade de ensino, cabendo aos alunos o papel de meros receptores, numa parceria onde
tanto mestre como alunos interagissem participando ativamente do desenvolvimento
da aula. Na verdade, o professor seria o orientador, atuaria como instigador e mo-
derador do processo de aprendizagem, cabendo aos alunos, a tarefa de propor novas
aplicacdes e solucdes, atuando como colaboradores da aula. “Numa aula diferenciada:
0s usudrios ativos sdo ambos professor e aluno, desenvolvendo projetos,.....” (Baldin,
2002, p.32).

Outro aspecto que considerdvamos de grande importancia era desmistifcar a idéia
de que o computador é capaz de tudo. Devido as limitacdes dos algoritmos empre-
gados nos programas computacionais, esses apresentam de£ciéncias e limitacdes nas
solugdes de alguns problemas matematicos. Sao os conXitos tedricos-computacionais,
mencionados na literatura (Giraldo, 2001, conforme citacdo em Giraldo & Carvalho,
2002), (Heal & Hansen & Rickard,1996). Assim, tinhamos também como objetivo de-
senvolver nos alunos uma postura critica em relagdo ao uso da mdquina. Se o compu-
tador, realmente, pudesse fazer tudo, correriamos o risco de ndo precisar mais pensar.
Na verdade, o computador executa tudo o que comandamos, mas precisamos saber
escolher o que queremos que ele faga e interpretar os resultados que ele nos oferece.
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2. Descricao do Ambiente de Gestacao do Projeto

Devido a implantagdo do Projeto CAPES/PROIN, Qualidade e Integragcdo na Ma-
temdtica da UFF, no Instituto de Matemadtica da UFF, e do Projeto PRODENGE-
PRODINE, no Departamento de Matemaética Aplicada da UFF, criou-se um ambiente
propicio para que surgissem novas propostas metodoldgicas para o ensino das disci-
plinas de Matemdtica, utilizando novas tecnologias de ensino. No entanto, ndo havia
uma obrigatoriedade institucional, de que todos os docentes, lotados no Instituto de
Matematica, participassem de projetos inovadores. Assim o nosso projeto, intitulado
Introdugcdo ao Maple V, visando o ensino de Cdlculo Diferencial e Integral I - funcoes
reais de uma varidvel real, se desenvolveu em um ambiente favoravel; mas que, devido
ao conservadorismo ainda presente nas universidades, deveria motivar o maior nimero
possivel de professores, para que estes, com sua participacdo, viabilizassem o projeto.

Optamos, entdo, por conciliar o uso do computador como uma ferramenta didatica
com as aulas tedricas tradicionais, buscando uma interacdo que mantivesse as princi-
pais vantagens de ambas as abordagens metodoldgicas, possibilitando a inser¢do dos
alunos como agentes ativos do processo de ensino—aprendizagem.

Cabe aqui um comentério a respeito da nossa op¢ao em manter as aulas tedri-
cas. Nao era nosso intuito introduzir uma mudanga abrupta nas metodologias de en-
sino que estavam sendo utilizadas, principalmente por acreditarmos que o professor,
verdadeiramente motivado, tentard, sempre, tornar suas aulas, mesmo que expositi-
vas, em experiéncias inovadoras e instigantes, buscando a cumplicidade dos alunos
para atingir suas metas. As novas tecnologias devem ser sempre encaradas como ins-
trumentos que o auxiliam nesse percurso. Além disso, uma aula ministrada em um
laboratério de informatica pode ter o mesmo cardter de uma aula convencional — o
professor sendo o tnico participante ativo. Nesse caso, o professor estaria simples-
mente transferindo o local fisico da sua exposi¢@o oral, da sala de aula convencional
para o laboratério. Essa seria a situacdo mencionada em (Baldin, 2002, p.33) “...o
principal usudrio da tecnologia € o professor, que ganha satisfacdo com a melhoria de
suas exposicoes e producdo de material didético, e o aluno € um observador passivo
do uso da tecnologia”. Obviamente, esse ndo era o objetivo da nossa proposta.

Outro aspecto relevante deve-se ao fato de as disciplinas de Célculo I serem ofere-
cidas a vérias turmas simultaneamente, o que torna obrigatério o trabalho em equipe.
Cabe aos formuladores de uma nova proposta de metodologia de ensino demonstrar
aos colegas, principalmente aos mais resistentes as mudangas, a praticidade e as van-
tagens da introducdo de inovacdes. No momento em que os demais professores parti-
cipantes da equipe certifcam-se que nao existe um antagonismo entre as novas ferra-
mentas didéticas e as aulas expositivas tradicionais, conseguir-se-4, espontaneamente,
0 aumento progressivo dos docentes envolvidos nas novas propostas metodolégicas.
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3. Organizacio Didatico — metodoldgica do Projeto

As disciplinas de Calculo I, na UFF, tanto para o Curso de Matematica como para
os Cursos de Engenharia, tinham uma carga horaria de 6h semanais e as turmas eram
compostas, em média, por 40 a 45 alunos. Além das aulas tedricas curriculares, o uso
dos laboratérios de informética deu-se da seguinte forma:

e O laboratério do projeto PRODENGE-PRODINE (para os alunos dos Cursos de
Engenharia) era equipado com 37 micros e o do PROIN (para alunos do Curso de
Matemadtica) com, aproximadamente, 30 micros. Portanto havia, praticamente,
um micro disponivel para cada aluno da turma.

e O coordenador do projeto e os professores nele engajados disponibilizavam 2h
semanais extracurriculares, para atendimento dos alunos no laboratério, onde
eram discutidas as tarefas propostas.'

e Foi designado um monitor exclusivamente para atendimento no laboratério. Esse
monitor recebia, previamente, a orientacdo do coordenador da disciplina.

e Foram disponibilizadas vérias op¢des de hordrios de atendimento no laboraté-
rio, que era realizado, tanto pelos professores da equipe, como pelo monitor do
laboratorio.

e Dentro do horario de funcionamento do laboratdrio, os alunos tinham acesso
irrestrito a ele, podendo 14 permanecer mesmo sem a presenga da equipe envol-
vida no projeto. Nesse caso, havia um responsdvel pelo laboratério, designado
pelo Instituto ou Departamento.

e Foi elaborado um texto auto-explicativo (Mello&da Silva, 1999), para uso no
laboratério. O texto continha um primeiro capitulo que tratava de comandos
do MAPLE YV, para possibilitar aos alunos a sua operacdo. O segundo capitulo
alertava aos usudrios sobre de£ciéncias do programa, para que fosse despertada
a noc¢ao dos limites da tecnologia, fazendo com que os alunos redetissem que o
cérebro ainda é a melhor mdquina. Nos capitulos posteriores, eram propostas
tarefas sobre contetidos matematicos relevantes da disciplina. Algumas delas ja
apresentavam solugdes, a titulo de exemplos, outras eram propostas para serem
resolvidas e, £nalmente, durante as aulas e discussdes no laboratoério, os alunos
eram incentivados a formular suas proprias questdes. Com isso o aluno passaria
a ser o construtor do seu préprio conhecimento.

'Essas horas extracurriculares eram oferecidas voluntariamente pelos professores e nio constavam
da carga hordria estabelecida pela UFF.
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e Algumas aulas curriculares eram ministradas no laboratério: as 2 ou 3 aulas ini-
ciais do curso, para que o aluno pudesse se familiarizar com o computador e
com o programa Maple e, a critério do professor, quando as ferramentas com-
putacionais, como a utilizacdo de animacdo, colaboravam para a aquisi¢ao dos
conceitos matematicos de uma forma mais ef£ciente. Apesar de parte do curso
ter sido ministrado em sala de aula, a possibilidade que foi aberta aos alunos de
utilizarem o laboratério de forma irrestrita, somada ao atendimento extracurri-
cular oferecido pelos professores e monitor, bem como o texto auto-explicativo,
fez com que, durante as aulas expositivas, os alunos passassem a trazer as dif-
culdades e/ou descobertas obtidas durante a elaboracao de suas tarefas praticas.
Isso enriquecia sobremaneira o ambiente em sala de aula, pois ocorria a troca de
informacdes e experiéncias com os professores, tornando as aulas curriculares
mais dindmicas e interativas.

e Quanto a avaliagdo, por exigéncia curricular da Universidade, mantivemos as
3 provas escritas previstas para a disciplina. Procuramos Hexibilizar essa exi-
géncia curricular, propondo aos alunos que, dentre as tarefas desenvolvidas no
laboratério, 3 delas seriam avaliadas, compondo a nota £nal do curso. Como
esse era um projeto piloto, atribuiu-se um peso 8 € um peso 2, respectivamente,
as provas escritas e aos trabalhos desenvolvidos no laboratdrio. As tarefas pode-
riam ser feitas em grupos de, aproximadamente 3 alunos, o que possibilitava a
aquisicao da capacidade de trabalho em equipe.

4. Observacoes ao Final do Projeto

Apesar de parecer que o computador €, hoje em dia, utilizado por larga parcela
da populagdo, isto ndo se confrma na pratica. Pudemos observar, durante o curso,
que grande parte dos alunos, principalmente os oriundos de camadas de menor poder
aquisitivo, ainda demonstravam grande intimida¢do frente aos computadores. Nossa
primeira tarefa era mostrar que o computador é uma ferramenta amigavel e de facil
manuseio. Acreditamos que com a popularizagdo do uso do computador, seja em
escolas do Estado e Municipio ou em ONGs voltadas a projetos educacionais, esse
quadro, j4 em um futuro préximo, mude de forma dréstica.

Outra observagdo, de certa forma surpreendente, visto que o curso foi ministrado
para alunos do terceiro grau, foi o fato de que, para boa parte dos alunos, o0 dominio
de uma nova tecnologia e a busca de um aprofundamento do conhecimento através
de atividades extracurriculares, deveria, obrigatoriamente, ter algum tipo de pontuagdo
(nota). Para o aluno, qualquer esfor¢co que exceda ao minimo estabelecido no pro-
grama curricular tem que ter uma recompensa objetiva, que o aluno vé como sendo
a nota. Torna-se um grande desafo para os professores, modi£car esse entendimento
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dos alunos, demonstrando que o dominio de qualquer nova tecnologia e aprofunda-
mento dos seus conhecimentos intelectuais implicard, no futuro, em maior valorizagdao
e realizac@o pro£ssional.

Dentre os trabalhos desenvolvidos no projeto, os mais bem sucedidos foram aque-
les relacionados com fungoes implicitas. As metas desejadas nessa etapa eram que o
aluno:

e adquirisse o conceito de fun¢do de£nida implicitamente por uma equacao, bem

como a compreensao do Teorema da Funcdo Implicita;

e aprendesse a derivar implicitamente.

Para o primeiro item, os recursos computacionais, foram extremamente tteis. Em um
primeiro exercicio, os alunos esbocavam o grifco de uma equagdo F(x,y) = 0 dada
. A seguir, era proposto que fosse determinado o maior dominio D, onde a equagdo
F(x,y) = 0 defnisse y como uma funcdo de x, por exemplo, de modo que a funcdo
y = f(x) satis£zesse alguma condi¢do dada, como f(x() = yg, sendo que F(xq,yo) =0
e fosse diferencidvel no interior do dominio D. A £m de encontrar a solucdo, era
necessdario determinar os pontos onde o grafco da equacao F(x,y) = 0 admitisse reta
tangente vertical. Alguns alunos custavam a entender por que deveriam adotar esse
procedimento. Na verdade, ndo haviam compreendido ainda o Teorema da Fung¢do
Implicita. Com os recursos graf£cos, bem como algébricos, que o programa permite,
juntamente com exercicios que induziam o raciocinio do aluno, £nalmente o conceito
matematico era apreendido.

Ja para a derivada implicita, o uso do Maple ndo se mostrou e£ciente; pois, uma vez
digitado o comando implicitdiff (F(x,y)=0,....), a férmula £nal da derivada implicita
era, automaticamente, mostrada na tela. Foi verifcado que alguns alunos ndo sabiam
como obter essa féormula por eles mesmos. Nesse caso, as aulas curriculares do curso
se mostravam mais proveitosas. Mesmo assim, o programa mostrou-se Util, uma vez
que os alunos podiam comparar os resultados obtidos por seus préprios esforcos com
aqueles obtidos no laboratério.

Esse tipo de trabalho mostrava, claramente, a necessidade de conjugarmos os re-
cursos computacionais com as aulas expositivas/exercicios normais do curso.

Um exemplo desse tipo de trabalho € dado a seguir:

Exemplo:
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e Esboce o griafco da equacdo: y® —y — x? = -1. Esse grdfco é dado na £gura 1.

Figura 1 Figura 2

e Determine a intersecdo desse grafco com o eixo y.

Essa intersecdo € o ponto (0, r), onde r € aproximadamente igual a -1,167303978. A
£m de obtermos esse valor, executamos os seguintes comandos no Maple:
> solve(y"5-y=-1,y);

RootOfl Z° - Z +1, index=1), RootOR Z° - Z +1, index=2),
RootOfl Z°> - Z +1, index=3), RootOR Z° — Z + 1, index=4),
RootOfl Z° — Z +1, index=75)

> evalf(%,10);

0.7648844336+0.3524715460Q, -0.1812324445-1.083954101, -1.167303978
-0.1812324445-1.083954101, 0.7648844336- 0.352471546Q

Notemos que o programa d4d uma aproximacdo de todas as raizes, inclusive as
complexas, da equagio y° —y =-1.

E usual o aluno estranhar o fato de que, ao digitar o comando solve, aparece Ro-
otOf{(...). Isso é devido a natureza das raizes e a programagao do Maple, que procura
exibir as raizes da equacdo de modo preciso. Ja o comando evalf, exibe os valores
aproximados das raizes.

e Determinar o maior dominio possivel, D, onde a equagio y° —y — x? = -1 defne
uma funcao diferencidvel y = f(x), tal que f(0) = r e obtenha o grdfco da funcio y =

f(x).
Os célculos executados no Maple, fornecem as seguintes retas verticais ao grafco
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da equacdo: x = 0.6819147718, x = - 0.6819147718, x = 1.238948039, x = -
1.238948039.

Veri£camos que D € o intervalo aberto (-s,s) , onde s € aproximadamente igual a
0.6819147718. O grdfco da funcdo y = f(x) pode ser obtido esbo¢cando-se o grafco da
equacdo dada, como na £gura 1, considerando-se uma restricao para a variagao de X.

A partir do momento que o aluno entende a razao de se determinar as retas tangen-
tes verticais, ele ja ndo necessita esbocar, separadamente, o grafco da funcio y = f(x).
Na prépria £gura 2, ele consegue visualizar todas as func¢des diferencidveis, y = f(x),
com maior dominio possivel, que sdo de£nidas implicitamente pela equacao dada.

Observamos que se pode aproveitar o exercicio para recordar raizes de polindmios
e outros conceitos matematicos como o Teorema do Valor Intermedidrio.

S. Perspectivas e Desdobramentos

Essa experi€ncia nao ocasionou uma mudanca institucional no programa pedagé-
gico do ensino de Célculo I na UFF, nem isso era o que esperdvamos, mas sua in-
Huéncia tem sido importante e continuada. O material produzido pelo projeto continua
a ser usado por algumas equipes de Célculo I e algumas adaptacdes t€m sido feitas
pelos professores, observando novas dif£culdades que se apresentam em sala de aula.
Apés a primeira experiéncia com essa nova metodologia, todos os participantes da
experiéncia, sejam alunos ou professores, passam a incorporar o uso de ferramentas
computacionais ao processo de aprendizagem.

Apesar de jd estar disponivel no mercado a versdao Maple 9 (www.mapleapps.com),
as versodes disponiveis nos laboratorios da UFF, o Maple 5 e 6, sdo plenamente satisfa-
torias. Além disso, o texto usado no projeto pode ser adaptado a outros programas utili-
zados no ensino de Célculo, como o MPP, um software livre, (http://archives.math.utk.edu),
ou o MuPAD, nao oneroso para uso académico, (www.mupad.de), que estdao disponi-
veis na rede. Isso permite a continuidade da experiéncia, assim como a sua aplicacdo
em outros estabelecimentos de ensino.

6. Conclusao

Apesar de vdrios projetos pioneiros nas universidades utilizando recursos compu-
tacionais no Ensino da Matematica terem alcancado éxito e obtido boa aceitagdo por
parte de seus participantes, muitas IES ainda n@o incorporaram as novas tecnologias
as suas praticas metodoldgicas. Isso se deve, em parte, a resisténcia de alguns profes-
sores em buscar cursos de aperfeicoamento que permitam sua formacdo continuada.
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Uma maneira desses docentes se aprimorarem seria a sua participagdo nesses projetos
de ensino inovadores.

Outro problema encontrado, nos laboratdrios das Universidades Publicas, € a falta
de manuten¢do e atualizacdo de equipamentos, o que impossibilita, muitas vezes, a
implantacdo de diversos projetos.

A experiéncia do trabalho desenvolvido na UFF deixou claro ndo serem excluden-
tes o ensino nos moldes tradicional e o uso de novas tecnologias. O professor ndo
deve temé-las e sim descobrir como melhor utilizé-las. E sempre bom lembrar que,
mesmo com a utilizacdo das mesmas maquinas e dos mesmos programas, as aulas de

dois professores serdo sempre diferentes e a diferencga serd o fator humano.
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Resumo: O objetivo deste trabalho foi investigar professores do Ensino Médio
usando a Robdtica como ambiente tecnoldgico de aprendizagem na construgdo do
conhecimento cientifco, especifcamente conceitos da cinemdtica na confecgdo de ta-
belas e grdafcos da funcdo do 1° grau. A andlise baseou-se no Modelo da Estratégia
Argumentativa e mostrou que, embora a Robotica promova um discurso inovador, as
atividades preparadas neste ambiente reproduziram prdticas andlogas as da aula tra-
dicional.

Palavras-chave: 1. Robotica Educacional; 2. Construcdo de Conceitos Cien-
tifcos; 3. Ambientes Tecnoldgicos de Aprendizagem; 4. Atividade; 5. Estratégia
Argumentativa.

Abstract: The aim of this work was investigate high school teachers using the
Robotic way as a technology environment of learning for scientifc knowledge cons-
truction specifcally cinematic concepts for plotting graphics and tables of £rst degree
functions. The analysis was based on the Argumentative Strategy Model and corrobo-
rate that the activities done in this environment reproduced analogous practices of the
traditional classes, although the Robotic way propitiates a new discourse.

Key words: 1. Educational Robotic; 2. Scientifc concepts construction; 3. Tech-
nology environment of learning; 4. Activity; 5. Argumentative Strategy.
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1. Introducao

O uso de uma tecnologia em sala de aula pode supor apenas atos repetitivos, ou
seja, pode reproduzir posturas tradicionais de ensino/aprendizagem em que o profes-
sor se limita a usar uma tecnologia para ilustrar sua aula expositiva. Uma outra pos-
sibilidade € ver o uso de tecnologias em sala de aula criando diferentes ambientes de
interacdo entre alunos e professores, onde a tecnologia se integra a cada individuo
como uma extensdo de seu proprio corpo, que interage frente a uma situacao. No
segundo caso, a tecnologia pode ser vista como uma forma de expressao de aprendi-
zagem (Hoyles e Healy, 1999; Noss, Hoyles e Pozzi, 1999; Noss, 2002; Frant et alii,
2003), que permite a cada individuo falar sobre o que se estd fazendo e, no caso de
atividades escolares envolvendo o ensino das ciéncias, constituir objetos e explicar fa-
tos cientifcos. Nesse caso, o uso de tecnologia oferece a possibilidade de construg¢do
de uma forma diferente de constituir objetos e de relacionar os objetos constituidos a
outros ja conhecidos. Este tipo de ambiente nao pode ser caracterizado simplesmente
como ruim ou bom, facilitador ou ndo da aprendizagem, pois o conhecimento assim
produzido pertence a um dominio semantico e epistemoldgico diferente, o que vem
sendo investigado sobretudo pelas chamadas ciéncias cognitivas.

Uma das principais contribui¢cdes das ciéncias cognitivas da atualidade consiste em
destacar o papel da linguagem cotidiana na constru¢do das matematicas, linguagem
aqui entendida como um sistema complexo incluindo gestos, entonacdes ou qualquer
outro signo lingiiistico. Desde que Lakoff e Johnson ressaltaram a importancia do pen-
samento metafdrico, entendido como a interpretacdo de um campo de experi€éncias em
termos de outro ja conhecido (Lakoff e Johnson, 1991), o estudo dos aspectos da lin-
guagem referentes as manifestagdes nao orais na formacgdo dos conceitos matematicos
passou a ser um tema que cada vez mais ganha relevancia na investigacdo da apren-
dizagem das matematicas (c.f. Font, 2001, Acevedo, Font e Gimenez, 2002, Lakoff e
Nufiez, 1998 e 2000, Nufiez, 2000, Nuifiez e Lakoff, 1998, Van Dormolen, 1991).

Este estudo envolve situacdes do planejamento escolar de alguns professores do
ensino médio e as aulas decorrentes desses planejamentos em ambientes tecnoldgicos
de aprendizagem. Quando falamos de ambientes tecnolégicos estamos nos referindo
a atividades propostas especifcamente com o uso de recursos tecnoldgicos entendi-
dos como forma de expressdo, tal como caracterizados por Solomon e Nemirovsky
(Solomon e Nemirovsky 2000; Nemirovsky, 1998). O principal interesse reside em
compreender como professores organizam a sequéncia de assuntos a serem tratados
com os alunos, quais conceitos privilegiam, como eles os relacionam no planejamento
de suas aulas e como efetivamente implementam seu planejamento, quando incenti-
vados a trabalhar com recursos tecnoldgicos. Especifcamente, este estudo investiga
o uso da Robdtica como ambiente tecnoldgico de aprendizagem através de um estudo
comparativo entre duas situacdes: situacdo em que o professor planeja suas aulas sem
recursos tecnoldgicos, situagdo em que o professor planeja suas aulas incentivado a
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utilizar a robdtica e ferramentas computacionais.

Os professores escolhidos ndo tinham experiéncia anterior com a robdtica em sala
de aula. Por este motivo, foram treinados especifcamente para participar deste experi-
mento. No treinamento, além de aprenderem a trabalhar com a robdtica, participaram
de debates sobre as possibilidades desta vir a ser um motivador para o trabalho coope-
rativo.

2. O Trabalho Cooperativo com a Robética produzindo
conceitos cientifcos

A sofsticacdo das novas tecnologias acarretou maior complexidade em seu uso e
na natureza dos problemas a serem resolvidos. A utilizacao intensiva dessas tecnolo-
gias fez emergir a necessidade de novas formas de trabalho e a demanda por “novas”
estratégias intelectuais (Levy 1993). O trabalho cooperativo tem sido uma das for-
mas para enfrentar as complexidades das novas tecnologias. A Robética Educacional
oferece aos aprendizes a possibilidade de desenvolver em grupo um projeto comum e
as tarefas podem ser divididas e organizadas com o auxilio do educador, exercitando
desta forma o trabalho cooperativo (Papert, 1994).

No caso especifco da Robética Educacional como ambiente tecnoldgico de apren-
dizagem, consideramos trés momentos. O primeiro é¢ a manipulacdo. Neste momento,
o aluno aprende conceitos importantes sobre como construir garras pingas € manipu-
ladores para pegar levantar ou empurrar objetos. Também recebe no¢des rudimentares
de simulacdo de “tato” visto que o robd precisa ser dotado de alguma sensibilidade
para nao esmagar os objetos manipulados. Essa simulag@o de tato também € conhe-
cida como “feedback” ou retroalimentac¢do e, permite que um robd manipule ovos sem
quebra-los. Outro momento é chamado propulsdo, trata-se do estudo de formas de
deslocamento de um robo. Neste esfor¢o, criamos robds sobre rodas, lagartas, pernas
e outros meios nio convencionais de movimenta¢io. E um momento fascinante onde
somente a imaginagdo pode limitar a quantidade de solu¢des dadas a um determinado
problema. Finalmente o dltimo momento € relativo ao desenvolvimento de programas
para controle de comportamento robético (behavior).

A informadtica e outras tecnologias correlatas podem gerar novas motivacgoes e for-
mas de colaboragao entre usudrios. As atividades que usam a Robética (Santos 2000),
tem sido planejadas de modo que as turmas sejam divididas em equipes e cada equipe
desenvolva um projeto. Simultaneamente as equipes montam seus robds num trabalho
cooperativo onde desenvolvem o espirito de equipe. Os projetos bédsicos sao montados
a partir de roteiros fornecidos pelo educador. Esses roteiros exigem raciocinio 1égico
para o seu entendimento e, em fun¢ao do nivel proporcional e crescente de complexi-
dade, levam o aluno a trabalhar de forma organizada para poder concluir a tarefa.
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Estas preocupagdes nos levaram as seguintes questoes: Que estratégias o professor
engendra em seu planejamento escolar para a constru¢do de conceitos cienti£cos uti-
lizando Robética Educacional? Que signi£cados sdo produzidos por professores para
os conceitos cientif£cos da cinemadtica quando planejam atividades utilizando Robética
Educacional? Em quais aspectos a Robética Educacional modifca o planejamento
das atividades escolares e os signi£cados atribuidos aos conceitos da cinemaética pelo
professor?

A aprendizagem de conceitos cienti£cos vem sendo objeto de intimeras pesquisas
em Educacdo. Muitos estudos realizados, sobretudo, na dltima década (cf., por exem-
plo, em Da Rocha Falcao — 1995/2000, Brito e Da Rocha Falcao — 1997, Meira — 1996,
Lins e Gimenez — 1997, Attorps — 2003, Lima 1999, Lerman 1998) apontam a aprendi-
zagem dos conceitos como um processo complexo e sofsticado. Além disso, a crenga
de que a aprendizagem dos fatos e fendmenos cientifcos tem por base a aquisicao de
conceitos € bastante forte entre professores (cf. por exemplo, Fainguelernt 1994, Fis-
chbein 1994, Lima, 1999 Maia, 2000). Em muitos estudos (cf, por exemplo, Sztajn
1998, Healy e Hoyles, 2000), é bastante recorrente a idéia de que a aprendizagem de
conceitos e fatos cientifcos difere de outras por estar sob o dominio da l6gica formal,
ou seja, o individuo ndo se serve para esta aprendizagem dos mesmos processos que
utiliza no quotidiano para pensar e decidir. Contudo, a prépria no¢do de conceito vem
causando dif£culdades para a compreensao dos processos envolvidos na aprendizagem.

Se hoje a maioria de pesquisadores e professores acredita que o conceito nao se
limita a de£nicdo, sendo algo mais abrangente do que esta, a0 mesmo tempo, ndo é
clara a maneira como seria possivel verifcar seu aprendizado. Sobretudo nos livros
escolares, a no¢do de conceito parece identifcada com a de de£ni¢do. Alguns autores,
seguindo a linha russa da teoria da atividade de Leontiev preferem trabalhar com a
nog¢do de objeto ou de atividade ao invés de tematizar a nocdo de conceito (Lins e Gi-
menez, 1997). Outros autores (c.f., por exemplo, Fainguelernt-1994, Fischbein-1994)
relacionam conceito e representacao da seguinte maneira: conceito e representacdo sao
coisas distintas, sendo as diferentes representacdes uma espécie de atributo do con-
ceito. Ao mesmo tempo, a representacdo também se constituiria numa via de acesso
ao conceito, ou seja, através do trabalho e da exploracdo de diferentes representacdes,
o aprendiz adquiriria o conceito. Nesse sentido, a representacdo estaria associada a
forma enquanto o conceito estaria ligado ao contetdo (idéia), defendendo a dicotomia
do dentro e fora, sobretudo que a representacao seria a acdo de externar algo interno
da mente do sujeito que busca entender um conceito também externo a este sujeito.

Indicadores a que chegamos até aqui, no entanto, contrapdem-se a tal pressuposto.
Apesar de existir a possibilidade de, em determinadas situacdes especifcas, restringir-
se 0 uso de um conceito, amarrando-o em de£ni¢des com maior ou menor grau de
precisdo, ndo existe uma Unica maneira de se fazer isto e, muito menos, uma maneira
que seja a correta. Por um lado, hd uma gama de possibilidades para se fazer tal
restri¢do que depende do tipo de uso que se faga de tal conceito. Por outro lado, para
que possa haver interag¢do no interior de determinado grupo social, € preciso que alguns
signifcados para os conceitos utilizados sejam compartilhados por este grupo.
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Falar em aquisi¢do de conceito pressupde, portanto, uma signifcagdo especifca a
qual o sujeito deveria chegar. Isto nos parece, do ponto de vista pedagdgico, inade-
quado. Nao por considerar que tal signifcacdo seja desprezivel, o que, evidentemente,
ela ndo €, mas por desconsiderar e, muitas vezes, desqualifcar outros signifcados que
poderiam ser ou que sdo efetivamente produzidos ao longo do processo. Deste modo,
voltamos nossa atencdo para aquilo que, muitas vezes, € deixado de lado ao longo do
processo pedagdgico, ao invés de nos preocuparmos em identi£car um caminho que
leve aos signi£cados mais comumente esperados, em termos de aprendizagem de con-
ceitos cientifcos. A questdo “O que € um conceito?” deve ser substituida por outra de
maior poder explicativo, onde o que estd em jogo sdo 0s usos concretos, praticos e que
constituem, em cada contexto especi£co, o conceito em questao.

O trabalho de identifcar signifcados comuns, atribuidos a um determinado con-
ceito, vem sendo realizado por pesquisadores que se ocupam do estudo de processos
argumentativos (c.f., por exemplo, Van Dormolen, 1991; Acevedo, Font e Gimenez,
2002; Hoyles e Healy, 1999). Este campo de pesquisa tem como objeto de estudo os
chamados saberes cotidianos e visa investigar como se constituem tais saberes. Acre-
ditamos, que a teoria da argumentagdo possa trazer elementos signi£cativos, que nos
permitam descrever como se estabelecem algumas possibilidades de uso de um con-
ceito cientifco, aquilo que torna certos usos/signifcados mais freqiientes que outros,
e ainda, que tipos de articulagdes podem ser estabelecidas entre estes diferentes usos.
Questdes como estas nos levaram a investigar até que ponto ambientes tecnoldgicos
de aprendizagem determinam o modo como se lida com conceitos cientifcos € se 0s
signifcados produzidos determinam a maneira como sdo pensadas as atividades en-
volvendo esses conceitos.

E importante deixar claro que néo estamos interessados em propor nenhum tipo de
estratégia ou caminho que leve o aluno a aquisi¢do de um dado conceito, ou a concluir
uma de£nicdo rigorosa para este. O que nos interessa investigar € o processo de pro-
ducdo de signif£cados para o conceito pelo professor quando planeja suas atividades
escolares. A def£nicdo de um conceito cientifco, qualquer que seja ela, é uma das di-
ferentes possibilidades de signifcacdo do conceito. Pretendemos verifcar a existéncia
de outras crengas, para além da de£ni¢do, como estas aparecem no momento em que
professores planejam suas aulas.

Trabalhamos com a concep¢do de que construir um conceito € produzir signif-
cados para ele e que, ao longo deste processo, o sujeito ird interagir com diferentes
demandas, que servirdo de base para a constituicdo de um repertério, cada vez mais
amplo, de signifcados para o conceito. Trata-se de um processo dinadmico, pois a
todo instante, o sujeito tem acesso a novas demandas, o que pode leva-lo a produzir
novos signifcados. Para a andlise dos aspectos envolvidos na elaborag¢do do plane-
jamento escolar em diferentes ambientes tecnoldgicos de aprendizagem, optamos por
utilizar, como ferramenta de andlise, o Modelo da Estratégia Argumentativa, uma vez
que nosso interesse estd voltado para a dinamica destes processos.



288

Anais do II HTEM

3. Metodologia

Conceitos, mesmo os cientifcos, sao construidos com a linguagem ambigua do co-
tidiano. O Modelo da Estratégia Argumentativa (Castro et alii, 2001) foi desenvolvido
visando a compreensdo aspectos dindmicos dos processos de ensino/aprendizagem e
¢ baseado na Teoria da Argumentacdo. Estamos tratando aqui da argumentacdo que
entra em cena nos didlogos do cotidiano, sempre que alguém quer convencer a um ou-
tro ou a si mesmo de alguma coisa. A premissa basica € o fato de que desenvolvemos
formas de argumentar que se tornam e£cazes porque sdo compartilhadas por um grupo
de pessoas e sO sdo ef£cazes para esse grupo de pessoas.

As acdes pedagdgicas que nos interessam caracterizam-se essencialmente como
situacdes de didlogo onde o locutor tenta convencer a outrem, de que o caminho que
escolheu para desenvolver uma determinada atividade € o melhor. A argumentagdo
visa produzir efeitos sobre um outro e nao tem como £nalidade tnica a adesdo intelec-
tual, mais freqiientemente ela visa incitar a agdo.

Quem argumenta estd dirigindo seu discurso a alguém, com alguma inten¢do. Para
convencer alguém € preciso levar em conta suas convicgdes, ou seja, antecipar as rea-
¢oes do interlocutor. Para isso, o locutor levanta hip6teses sobre o que seu interlocutor
acredita e aceita como verdadeiro. Nesse sentido, quando nos referimos a retérica de
um discurso, estamos falando de aspectos do discurso necessdrios a argumentacdo. A
retdrica, nesse caso, ndo é uma pega decorativa, mas o essencial da argumentagdo. A
retdrica do discurso do educador (Castro, 1997) constitui-se das escolhas nas quais ele
se engaja para desenvolver seu raciocinio argumentativo.

A andlise baseada no modelo Estratégia Argumentativa vai estudar processos dis-
cursivos, relacionando o como se diz, com o que se diz e o porque se diz. A Estratégia
Argumentativa € a maneira pela qual descrevemos o engendrar de argumentos durante
uma atividade. Atividade é entendida aqui como um processo no qual um individuo
se engaja e que da orientacdo a suas acdes e ao seu pensamento. Uma atividade é
caracterizada por uma seqiiéncia do didlogo escolhida por conter dados relevantes da
questdo para a qual o locutor dirige sua argumentacdo. A andlise estratégica busca o
que d4 inteligibilidade e organizac¢do ao discurso do locutor. Parte-se do fato de que
a fala tem sempre uma £nalidade. E claro que ele no é livre para falar o que quiser,
existem regras e normas que devem ser levadas em consideracao sem o qual a fala sera
taxada como inadequada pelos interlocutores.

A andlise da estratégia argumentativa consiste em um trabalho de reconstrucao de
argumentos. Para isso € necessdrio escrever esquematicamente qual € o argumento
que estd sendo usado pelo orador através de enunciados simples que o resumam. A
montagem de cada passo do argumento parte da identifcagdo e da avaliacdo da regra
de inferéncia que da origem a tese. Mas, para compreender uma enunciagdo, nao é
sufciente avaliar o contexto em que o discurso tem lugar e do qual faz parte. Tem-se
ainda que compreender a fun¢ao da enunciagdo no préprio argumento. A interpretacao
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da argumentacao requer toda informacao necessdria para que se torne possivel a repre-
sentacao do argumento no quadro do modelo interrogativo escolhido. Portanto, procu-
ramos compreender como € que a intengdo do locutor determina suas escolhas, ou seja,
como € que a questdo principal para ele determinou a escolha de questdes pequenas
(questdes operatdrias) por meio das quais a questao principal se efetiva. Os enunciados
sdo traduzidos numa seqiiéncia de perguntas-respostas e € a coeréncia dessa seqiién-
cia que nos permite compreender e avaliar um argumento. Busca-se aquilo que da
inteligibilidade e organizagdo a fala do locutor.

A construcdo da Estratégia Argumentativa relaciona os argumentos utilizados pelo
locutor de forma a compor uma totalidade coerente. Cada elemento da Estratégia
Argumentativa construida deve estar localizado em relacdo a totalidade, isto é, sua
posicdo no quadro explicativo deve ser justifcada. Supde-se que cada elemento estd
ali porque ndo poderia deixar de estar, por algum motivo, motivo esse que explica a
necessidade de sua existéncia na composicao £nal da Estratégia Argumentativa. As
interpretacdes sé sdo feitas a partir da composi¢ao £nal.

A partir da composi¢do do corpus, a andlise centra-se na reconstrucao das estraté-
gias argumentativas que caracterizaram os diversos momentos do didlogo. Para isto,
seguimos 0s seguintes passos: reconstrucdo de seqii€éncias coerentes de raciocinios;
preenchimento dos espacos implicitos; identifcacdo dos signifcados relevantes que
foram produzidos; caracterizacdo dos argumentos através de esquemas; interpretacdo
destes esquemas.

Por £m, segue-se a montagem de uma questdo em direcao a qual os argumentos
parecem convergir, tendo como passo inicial para a interpretacdo do argumento a cons-
trucdo do tema em torno do qual a argumentacgdo se desenvolve.

4. Descricao do Estudo

O campo de investigagdo foi um colégio estadual do Rio de Janeiro, onde foram
gravadas em video entrevistas com quatro professores, duas reunides dos mesmos para
o planejamento de atividades com alunos do 1° ano e uma destas atividades na qual
a observacao foi feita para veri£car como o professor implementou seu planejamento.
As estratégias de cada professor foram confrontadas com sua performance na atividade
realizada com os alunos. As entrevistas individuais foram feitas antes das reunides em
conjunto e logo apds a atividade. Interessou-nos provocar um ambiente de debate para
que discordancias de planejamento fossem discutidas por eles.

Os sujeitos da pesquisa, portanto, foram os quatro professores de Fisica que atual-
mente lecionam cinematica para turmas de primeira série. Em reunifo preliminar com
os professores, conversamos sobre o ensino da cinemadtica abordando os conceitos ba-
sicos de movimento, repouso, referencial, trajetéria, velocidade, func¢do horéria e a
utilizacdo de desenhos pelo professor como meio de ilustrar suas aulas. Esta reunido
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foi gravada em video e o didlogo resultante foi transcrito. O episédio deste estudo que
iremos relatar diz respeito ao planejamento dos quatro professores em conjunto e a
uma Unica atividade proposta aos 21 alunos da turma de um dos professores. Um dos
outros professores ofereceu-se para participar desta aula, embora ndo fosse sua turma.

Em uma segunda reunido, foram discutidas as possibilidades que o equipamento
de robdtica permitiria incrementar em experimentos relacionados a cinematica. Apds
algumas adaptagdes para se fazer um robd mover-se com velocidades distintas em
cada passada, um dos professores sugeriu construir uma pista sobre uma mesa onde
poderia colocar varias faixas pretas feitas com £ta isolante para que fossem percebidas
pelo sensor de luminosidade do robd para que este emitisse um sinal luminoso que
serviria de guia para que os alunos pressionassem o crondometro de forma a construir
uma tabela espaco x tempo com a qual poderiam construir um gra£co.

A estratégia sugerida € que o robd movel fosse dotado de um sistema que lhe permi-
tisse acender uma lampada toda vez que passasse sobre uma das faixas pretas coloca-
das no chdo. Desta forma, os alunos participantes da experiéncia poderiam ir anotando
os instantes correspondentes e assim teriam os elementos necessarios a constru¢do do
grafco. Poderiam ainda variar a velocidade do robd por um dos meios possiveis de
comandar e entio repetir a experiéncia quantas vezes fosse necessario. O ideal é que
se pudessem fazer as mesmas medicdes em trés ou quatro velocidades diferentes para
permitir a generalizacio dos conceitos que serdo relacionados.

A atividade foi realizada com a participacdo de um grupo de alunos voluntérios,
onde o equipamento de robdtica foi disponibilizado para que dois dos professores pro-
pusessem as atividades aos alunos.

ApOs a atividade, foram feitas entrevistas com os professores, primeiro em grupo
e depois individualmente, visando perceber alguma alteragcdo na fala dos professores
sobre os conceitos envolvidos e colhendo impressdes sobre a validade deste tipo de
atividade e ainda colhendo sugestdes para aperfeicoar a pratica empregada.

5. Resultados Preliminares

Os resultados mostraram que, embora a Robética motive os professores e os faga
produzir um discurso inovador, as atividades preparadas neste ambiente tendem a re-
produzir as atitudes do professor quando em aula expositiva. Na reunido em que pre-
pararam a atividade a ser realizada com os alunos, os professores preocuparam-se em
estimular a participacdo efetiva dos alunos, em preparar esquemas de colaboragdo de
modo que todos os alunos interagissem com o ambiente. No entanto, no momento de
realizacdo da atividade, praticamente ndo aparecem falas dos alunos, a estratégia dos
professores foi explicar durante todo o tempo o que cada um deveria fazer. Além disso,
foram sempre eles, os professores, que tomam iniciativa de mudar o rumo da atividade
ou fazer sugestdes. Aos alunos restou apenas seguir o comando de seus mestres. O
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experimento se assemelhou mais a uma mera ilustragdo dos conceitos tedricos tratados
anteriormente. Os grafcos foram construidos segundo orientag@o dos professores que
ressaltaram aspectos relativos a relag@o entre a inclinacdo da reta e a velocidade do
robd.

Na reunido posterior a atividade, no entanto, houve enorme preocupagcdo com a
participacao dos alunos. Um dos professores, que atualmente leciona também infor-
matica, prop0ds como estratégia usar computadores na elaboragdo dos grafcos.

Desta forma, foi proposta nova estratégia para a elabora¢dao de uma nova atividade
em que a dinamica da tarefa, por sugestao baseada na pritica com a Robética do pes-
quisador, teria as seguintes etapas: dois grupos de quatro alunos entre os quais seriam
divididas as seguintes fung¢des: operador do robd, cronometrista, apontador, operador
do computador. O apontador seria o responsdvel por registrar as informacdes forne-
cidas pelo cronometrista e que serdo necessdrias para a confec¢dao dos grafcos. O
operador do computador construiria o grafco no Excel a partir de um modelo prede£-
nido pelos professores com as informag¢des provenientes da atividade, fornecidas pelo
apontador. Esta nova estratégia ainda ndo foi implementada.

As situagdes de debate entre eles, mais do que o ambiente, portanto, favoreceram o
aparecimento de alguns aspectos interativos no planejamento de novas atividades para
os alunos.

As estratégias argumentativas dos quatro professores envolvidos mostraram algu-
mas diferencas nos signif£cados produzidos para os conceitos da cinemaética, bem como
o valor atribuido a eles no planejamento escolar. Os conceitos de referencial e de re-
pouso, por exemplo, que estdo omissos em dois dos planejamentos anteriores a ati-
vidade, aparecem como fundamentais nos quatro planejamentos apds a atividade. O
conceito de velocidade, que s aparece em sua versdo escalar no planejamento ante-
rior a atividade, aparece como grandeza vetorial apds o planejamento. Interessante
observar que o conceito de velocidade anteriormente apareceu fortemente associado
ao coefciente angular de uma funcao de primeiro grau, porém, na experiéncia, havia
um tempo em que o robd ndo andava em velocidade constante, o que fez com que
os professores pensassem em outros signifcados para a velocidade. Na reformula-
cdo do planejamento, os professores resgataram alguns signi£cados dinamicos para a
velocidade. Os demais conceitos apareceram com algumas modif£cacdes menos signi-
£cativas.
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Resumo: As impossibilidades de representacdo de fungcoes de uma varidvel com-
plexa através da atribuigcdo exclusiva de posi¢cdo e da associagdo entre varidveis e
dimensées sdo tratadas. Sugestoes jd utilizadas em estudos de fenomenos fisicos sdo
implementadas num software educativo de nome F(C): Fungdes complexas. As associ-
agoes entre cores e posicoes permitem que representacdo de fungoes de uma varidvel
complexa possa ser visualizada sem a necessidade de divisdo de suas partes.

Palavras-chave: Software Educativo, Funcoes Complexas.

Abstract: Impossibilities of associations between variables and dimensions (po-
sitions) to represent Functions of one Complex Variable are remarked in this work.
Suggestions already used on physics phenomenal are implemented in a software cal-
led F(C): Fungoes Complexas. When we use colors in combination with positions, the
necessity of share functions of one complex variable in parts (real and imaginary part)
to analyze it by graphical representations is not required.

Key words: Educational Software, Complex Functions.
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1. Cores e Naumeros Complexos: Uma Associacao Pro-
posital

Diante da sociedade tecnoldgica em que vivemos, a limitacdo do uso de papel e
lapis para a expressdo do pensamento € uma restri¢do que ndo faz sentido. Na Mate-
matica, por critérios de elegancia, prefere-se o mais simples, o mais 16gico e o mais
direto. Os critérios de validagdo do conhecimento matematico estdo estritamente li-
gados a forma de uso das ferramentas aceitdveis, que até entdo parecem ser a escrita
tradicional e o pensamento 16gico-dedutivo.

Os computadores atuais permitem a utilizacdo de sons, imagens, videos e célcu-
los rapidos e precisos. Para esse trabalho, destacaremos a utilizacdo de imagens e
processamento fornecidos pelo uso da tecnologia informatica.

No universo das cores, partindo de trés cores bdasicas (vermelho, verde e azul)
podemos obter uma infnidade de outras, faltando apenas o preto para representar a
auséncia total de cores. De acordo com a intensidade de cada cor bésica, podemos
obter uma nova cor através de misturas destas. Por exemplo, para se obter a cor amarela
na sua intensidade maxima, precisamos do vermelho e do verde em suas intensidades
maximas também. Para obter o magenta em certa intensidade, misturamos o azul e o
vermelho na mesma intensidade ao qual queremos obté-lo.

Assim, podemos obter uma in£nidade de cores a partir de combinacdes desde que
admitimos as variagdes em cada cor basica como estando em intervalos reais de inten-
sidade.

Imaginemos uma distribui¢do da cor vermelha no intervalo real [0, 1]. Para o ex-
tremo inferior, associamos a tonalidade minima e para o extremo superior, o vermelho
em sua intensidade maxima. Repetindo essa distribuicdo para o verde e azul pode-
mos montar um sistema de coordenadas que represente uma determinada composicao.
Assim, podemos utilizar um sistema do tipo (R, G, B) para representar as por¢des
de cores do vermelho, verde e azul nessa ordem. Desse modo, estaremos trabalhando
com o conjunto de pontos de uma regido ctibica do espaco que, em termos tedricos,
suporta infnitas ternas (z, y, z) (Thaller, 2000). No entanto, para representagdes gra-
£cas utilizaremos um ndmero limitado de cores, onde cada componente pode assumir
256 tonalidades diferentes, uma vez que a visao humana € limitada.

A representacdo geométrica do conjunto dos nimeros complexos é dada Plano
Complexo, em que cada ponto do plano (a, b) é associado ao nimero complexo a + bi
(Avila, 2000).

Uma associacao entre cores e posicoes do Plano Complexo pode ser obtida desde
que seja possivel uma relacdo biunivoca entre cor e ponto. Thaller (2000) apresenta
uma distribuicao de cores proposital para a representacdo de fun¢des de uma varidvel
complexa, que estamos utilizando nesse trabalho.

Essa distribui¢do de cores pelo sistema HLS permite que cada cor visualizada re-
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Figura 1: Associagao entre Plano Complexo e cores pelo sistema HLS.

presente um tnico ponto no plano, ou seja, um unico nimero complexo. Assim, ao
utilizar esse sistema de distribuicdo de cores no plano, cada nimero complexo pode
ser identif£cado por uma tonalidade de cor, dispensando posi¢des relativas ao plano.
Dessa forma, um nimero complexo, ora representado por posi¢do (duas dimensodes
reais) passa a ser distinguido por tonalidade de cor (sem dimensao real).

2. Funcoes Complexas

Em se tratando de fun¢des com varidveis complexas, as facilidades de interpretacao
de propriedades e comportamentos de fungdes reais através da geometria (R? e R?) ndo
podem ser aproveitadas, em sua totalidade, para andlises de funcdes complexas. Isso
ocorre devido ao fato de as fungdes complexas serem de£nidas a partir de C2, ou seja,
funcdes de uma varidvel complexa, ao qual cada varidvel complexa € composta de duas
varidveis reais (parte real e parte imagindria).

Dada a fungdo de uma varidvel complexa f(z) = w, temos z um nimero complexo
pertencente ao conjunto dominio (D) e w, também um ndimero complexo, pertencente
ao conjunto imagem (I) da funcdo w. Como z e w sd@o ndmeros complexos e suas
representacdes sao 2 = 27 + 291 € W = w; + wWst, estamos trabalhando com as varidveis
reais zj, 2, Wy € Wy, ou seja, terfamos que conhecer uma forma de representacio
grafca para quatro varidveis reais. A noc¢do de dimensao que temos formado € limitada
e abrange representacdes de até trés varidveis reais (tridimensional), ou uma real e
outra complexa. Assim, a associa¢ao, normalmente utilizada para representacdes de
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Z2- = gin{2x)cos{y)
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Figura 2: Graf£co de uma funcao real representada no espaco pelo atributo posi¢ao.

fungdes reais, entre varidveis e dimensoes nao € possivel para que se possa representar
inteiramente a funcdo complexa

Costuma-se utilizar as fungdes reais def£nidas pelas partes real (u(x, y) = x1) e
imagindria (v(x, y)= y;) da fun¢do complexa (Churchill, 1978), onde em cada parte
temos a utilizagdo de uma varidvel complexa (x, y) e outra real (z; para u(x,y) ou y;
para v(z,y)). A funcdo, entdo, pode ser representada geometricamente através de suas
partes pois cada funcdo da parte trabalhard com apenas trés varidveis reais, o que nao
contempla a interpretacdo da fun¢do na sua totalidade. A interpretacdo geométrica é
deixada de lado uma vez que o estudo de funcdes de£nidas em C ndo € restrito ao uso
de uma unica varidvel complexa, estudam-se funcdes de vdrias varidveis complexas.
Nesse aspecto, as manipulagdes algébricas ganham maior evidéncia por ndo apresentar
tais limitacoes.

3. Dimensoes, Cores e Variaveis

Quando Descartes enunciou os principios da geometria cartesiana, grande foi a
sua contribuicdo decorrente da associacdo entre dlgebra e geometria (Geometria Ana-
litica) (Boyer, 1996). A relacdo entre varidveis e dimensdes foi muito importante para
o estudo de fungdes reais de até trés varidveis reais, uma vez que a idéia principal
cartesiana € a da extensao (Struik, 1997).

No entanto, a representacao cartesiana, amplamente utilizada, tem suas limitagdes.
A comecar pela associacao entre varidveis e dimensoes, ndo permitindo outros relaci-
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onamentos que as varidveis de uma equacao possam assumir enquanto representacoes
geométricas. Para problemas que envolvam quatro ou mais varidveis, as representa-
¢coes geométricas £cam comprometidas pela falta de eixos (dimensdes) aos quais as
varidveis normalmente sdo associadas.

Depois, essa mesma representacdo admite apenas o atributo posicado como caracte-
ristica da fungdo, ou seja, analisa-se o grafco de dada funcdo pela disposi¢ao de seus
pontos.

Reconhecendo a necessidade da interpretacdo geométrica para o estudo de fungdes,
maneiras de como conceber dimensdes, ou melhor, de como relacionar dimensodes
a varidveis sdo repensadas. Para que possamos representar funcdes que necessitem
de quatro ou mais varidveis reais (estamos admitindo as varidveis complexas como
duplas e as reais como simples), apropriaremos da idéia de utilizacdo de cores como
atributos relevantes nas representagoes grafcas das funcdes complexas. Assim como
a ndo exclusividade da associacao entre varidveis e dimensdes. Associaremos cores as
variaveis, além de dimensdes (Thaller, 2000).

4. Representacoes de Funcoes de uma Variavel Com-
plexa através de software

Ao utilizarmos planos coloridos (dominio de cores), as posi¢des e cores de cada
ponto podem representar quatro varidveis reais (Lundmark, 2003). Isso € extrema-
mente pertinente para estudos de representacdes grafcas de funcdes de uma varidvel
complexa. Ao se ter de£nido o mapa do plano complexo com um sistema de cores
adequado (que permite a distin¢gdo dos nimeros complexos), lemos um grafco desse
tipo da seguinte forma: posi¢Oes para elementos do dominio e cores para elementos
da imagem da fung¢@o (Silva e Souza 2003a). Isto é, de£nida a funcdo f(z) = w, com
z=a+ biew = c + di, z serd representado pela posi¢do no plano (a, b) € w como o
atributo cor deste ponto (a posi¢do (¢, d) no mapa do plano complexo)

Nesse sentido, o software F(C): Fungcoes Complexas estd sendo desenvolvido pelos
autores desse trabalho e esta vinculado ao Programa de Pés-graduacao em Educacgdo
para a Ciéncia' da Faculdade de Ciéncias (UNESP, Bauru).

A caracteristica do software F(C): Fungcoes Complexas é gerar grafcos que pos-
sam representar funcdes de uma varidvel complexa a partir da de£ni¢cdo do Mapa do
Plano Complexo. Assim € possivel analisar e interpretar cores dispostas em posicoes
relativas do plano como sendo representacdes £eis ao comportamento de fun¢des com-
plexas.

E possivel, também, a andlise de familias de funcdes de uma varidvel complexa, ou
seja, verifcar as alteracdes da representacao ao se trabalhar a variagdo de coe£cientes

Thttp://www.fc.unesp.br/pos
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Figura 3: Grdf£co de uma funcio real representada no espago pelo atributo posicao.

especifcos da fungdo. Assim, os atributos coe£cientes ganham mais sentido ao serem
trabalhados algebricamente. Esta funcionalidade é apresentada pelo software através
de representacdes em video.

Alguns exemplos de grafcos de fun¢des de uma varidvel complexa, bem como
versdes do software, referéncias, estudos de caso e matéria instrucional podem ser
obtidos em http://wwwp.fc.unesp.br/~edvaldo.
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Resumo: Introduzimos os estudos de algumas funcoes elementares utilizando o
sistema de Dominio de Cores HLS para representacdo de funcoes de uma varidvel
complexa através do software F(C): Fungoes Complexas. O Mapa do Plano Com-
plexo é expresso de modo a permitir interpretacoes grdfcas em fungoes dos tipos:
parte real, imagindria pura e modular. Algumas variagées de coefcientes também sdo
apresentadas de modo a facilitar o estudo em se tratando de variacoes (familias).

Palavras-chave: Software Educativo, Funcoes Complexas, Funcoes Elementares.

Abstract: We present some elementary functions studies using HLS Color Domain
System to represent functions of one complex variable with F(C): Fun¢oes Complexas.
The Complex Plane Map is designed to allow graphic interpretations of some kind of
functions: real part, pure imaginary and modulus of z. Some variations of coeffcients
are explained to make family of functions studies easy.

Key words: Educational Software, Complex Functions, Elementary Functions.
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1. Introducao

Neste trabalho propomos uma apresentacio de representacdes de algumas fungdes
elementares de uma varidvel complexa utilizando o recurso de dominio de cores. As
plotagens sdo feitas através do software F(C): Fungoes Complexas e interpretadas se-
gundo o sistema de cores HLS (Thaller, 2000). Tal software estd em desenvolvimento
no Programa de Pés-graduacdo em Educacao para a Ciéncia ( http://www.fc.unesp.br/pos)
sob a responsabilidade dos autores deste trabalho.

Este estudo se restringe a abordagens visuais das seguintes fungdes: parte real,
imagindria pura e modular. Algumas varia¢des de coe£cientes especifcos de cada tipo
de funcdo serdo, na medida do possivel, analisadas frente a modi£cagdes grafcas.

2. Mapa do Plano Complexo (f(z) = z)

Este é o Mapa do Plano Complexo onde cada cor € associada a uma posicao no
plano. A partir dessa de£ni¢do, o software F(C): Fungoes Complexas representa todas
as outras funcdes de uma varidvel complexa. E o mapa de cores para a geracio de
novos graf£cos. Dada uma funcio, as posi¢des se referirdo aos elementos do conjunto
dominio desta func@o. O atributo cor, de cada posi¢do, se referird aos elementos do
conjunto imagem. Assim, a leitura do grafco € feita pela posi¢do de tonalidades ou
por¢des de cores na representagdo da fungdo com leituras do conjunto imagem pelo
Mapa de£nido.

Figura 1: f(z) = Re(z). Mapa do Plano Complexo pelo sistema de cores HLS

Esse mapa € imprescindivel para se realizar leituras provenientes de plotagens des-
ses grafcos de funcdes de uma varidvel complexa nesse sistema, pois € a partir dele
que as cores ganham signi£cado (Silva e Souza, 2003a).
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Figura 2: Graf£co da Fungao Parte Real

3. Funcao Parte Real (f(a + bi) =a )

A caracteristica fundamental desta fun¢do € a de apresentar uma repeticao de cores
na direcdo vertical. Isso se deve ao fato de, nesta funcdo especifca, ndo importar os
valores que a parte imagindria da funcdo possa adquirir, uma vez que apenas a parte
real é levada em consideragdo. Isto é, dada uma posi¢do do grafco, associamos essa
posicdo ao elemento do dominio (a + bi) e aplicamos a funcao (f(a + bi) = a) para saber
a cor a ser atribuida (posi¢do (a, 0) no Mapa). Nessa ultima passagem, o elemento do
conjunto imagem (f{a + bi) deve ser associado a uma cor determinada no Mapa do
Plano Complexo.

Ao acrescentarmos um coe£ciente multiplicativo a fun¢do, verifcamos ampliagcdes
e redugdes, ou seja, variacao da escala do grafco. Observe essas variagdes de f(z) =
A*Re(z):

Nota-se que hd uma simetria entre valores positivos e negativos do coefciente A,
cujo eixo de simetria € o proprio eixo vertical (eixo imaginéario).

4. Funcao Imaginaria pura (f(a + bi) = bi)
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A=3 A=-3

Tabela 1: Variagdes da f(z) = A * Re(z)

Figura 3: Grid£co da Fun¢do Imagindria Pura.

A repeticdo aqui é na direcao vertical, pois a parte real desta fungdo € desprezada
ao se compor o conjunto imagem. As cores também coincidem com as atribuidas ao
eixo vertical (imaginério) do Mapa do Plano Complexo, pois 0os nimeros imaginarios
puros estdo de£nidos neste eixo.

Além das observagdes feitas na funcdo parte real, que também podem ser observa-
das aqui, as seguintes também valem para ambas, nas suas especifcidades. Varia¢des
da f(z) = Re(z’B):

Para B ndo inteiro, tomamos k£ = 0 na extracdo da raiz para que f(z) continue
sendo fungdo, ja que € impossivel ter duas cores em uma tunica posi¢do (Conway,
1978):

+15en

%:{L/;(Cosﬁ—l—%rk , 9+27rk)

n
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B =3/2
B=5/2
B=-3

Tabela 2: Variagdes da f(z) = Re(z?)

E importante notar que o somatério do niimero de repeti¢cdes das tonalidades (ciam e
vermelho em porg¢des continuas) coincide com o dobro do valor de B, ou seja, o grau
de z corresponde a metade do nimero de ciclos de cores no grafco. Em decorréncia
de De Moivre, “(...) existem exatamente n solugdes distintas (...)” para um nimero
complexo z'n (Churchill, 1978).

Por exemplo, para uma tonalidade de vermelho representada pelo nimero 1 + 0z,
os valores de z, para o qual o coefciente B de valor 4, que satisfazem z°B = I + 0i
sdo: 14+ 0450412 —14+0ie —1 — . Pois (I + 0i)4 =0+ i) 4= (-1 +0i)4=(-1-
i)"4 = 1 + 0i que € o valor atribuido inicialmente a varidvel z (Avila, 2000).

Ao se atribuir valores negativos ao coe£ciente B, percebe-se que hd uma inversao,
nao linear, de cores. Isto €, a relacdo entre os valores atribuidos ao coe£ciente B nao
€ apenas de inversdo de cores, mas também de deformacdo da funcdo — para f{(z) = Re
(z°3) temos a inversao nao linear como f(z) = Re (1/7°3).

Acrescentando valores reais as fungdes parte real e imagindria pura, percebe-se o
seguinte: para coe£cientes reais acrescentados em funcdes parte real, ha translagdes do
grafco como um todo; para coefcientes reais acrescentados em fungdes imagindrias
puras, ha translagcdes de cores.

As translacdes do grafco de fungdo parte real sdo evidentes. Coe£cientes positivos,
translacOes para a esquerda, coefcientes negativos, para a direita. J4 para fungdes
imagindrias puras isso nio ocorre do mesmo modo. A translacdo € feita com o conjunto
de cores representativas, ou seja, se para um coefciente C' com valor nulo podemos
associar as cores do eixo vertical (reta x = 0) do Mapa do Plano Complexo, para
valores reais atribuidos ao coe£ciente C' temos uma transla¢io de todos os pontos (reta
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fx) =Re(z) + C f(z) =Im(z)i + C
C=1
C=-1/2
C=-1t/2

Tabela 3: Translagdes de f(z) = Re(z) + Ce f(z) = Im(z)i+ C

x = (') do conjunto imagem.

5. Funcao Modular (f(a + bi) = sqrt(a”2 + b"2))

A funcdo modular apresenta apenas tonalidades da cor vermelha por se tratar de
valores absolutos (as associacdes do eixo real no sentido positivo no Mapa do Plano
Complexo sdo para as tonalidades de vermelho). Assim, hd uma regularidade nas
posicdes que tenham distancia iguais do centro.

Figura 4: Graf£co da Fun¢do Modular
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No estudo de alguns coefcientes poderdo aparecer cores com tonalidade de ciam
(f(z) =abs(z) + C, para C real negativo), as tendéncias ao branco poderdo ser mais
rapidas (f(z) = A*abs(z), para A real maior que 1) ou mais lentas (para A real entre 0 e
1),ja que o branco puro representa o complexo in£nito.

6. Consideracoes

E evidente que estudo desse tipo é invidvel sem que haja um suporte na ferramenta
(software), uma vez que plotagens dessa natureza sao impossiveis de ser realizadas
com apenas papel e l4pis (ou giz e lousa) (Silva e Souza, 2003b). Assim, a justif-
cativa de aceitacdo desse modo de representar e interpretar funcdes de uma varidvel
complexa estd estritamente atrelado ao fato de ado¢do de novas tecnologias em aulas
de Matematica.

Ademais, ndo podemos pensar a utilizacdo desse software, e suas representacdes,
como algo independente de estudos algébricos. Este estudo ndo tem como £nalidade
a substituicado do desenvolvimento tradicional promovido para a compreensdo de tal
conceito. Pois, sem um suporte algébrico, essas representacoes podem ndo passam
de simples combinagdes de cores que atrai curiosidades pelo seu colorido (Needham,
2000).

Experiéncias em salas de aula estdo sendo desenvolvidas para que as costumeiras
abstracOes algébricas possam ganhar sentido no processo de aprendizagem. O uso
desse tipo de ferramenta poderd permitir que as rigorosidades suportadas pela Mate-
madtica ndo continuem a ser dominantes nos processos de ensino e aprendizagem
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Abstract: This work presents the results accomplished by the author at IME-UERJ
with experimental application of a methodology for Mathematics teaching elaborated
to develop the formation abilities and generalization of concepts, whose insuffcient
development, under the author’s viewpoint, leads directly to the diffculties of school
learning.

Key words: Teaching; Learning; Concepts.
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1. Introducao

Em funcdo da persisténcia do fracasso escolar, denunciado pelas estatisticas o£-
ciais mais recentes, € a despeito das medidas que vém sendo aplicadas nos campos
econdmico e social e com respeito as macroestruturas educacionais no Pais, buscamos
investigar as raizes do problema no ambito dos processos de ensino e de aprendizagem.

As experiéncias - realizadas pelo autor no Instituto de Matematica e Estatistica da
UERIJ, na disciplina Introdugao a Légica - evidenciaram a necessidade signifcativa das
habilidades de formacdo e de generalizagdo de conceitos para a aprendizagem e que
as mesmas habilidades correspondem ao conjunto de trés habilidades bésicas: iden-
tifcacdo de indicios essenciais do conceito, elaboracdo do contetido do conceito no
grau de maxima generalizacdo e utilizacdo da linguagem adequada. Tais experi€ncias
indicaram que para a maioria dos alunos, durante os niveis Fundamental e Médio, tais
habilidades foram desenvolvidas em niveis insufcientes para uma aprendizagem no
estdgio de criacdo e, na maioria dos casos, também de produgao.

A experiéncia, cujos resultados apresentamos neste trabalho, consistiu na aplica-
¢do de instrumentos de avaliacdo do nivel de desenvolvimento das citadas habilidades,
na utilizacdo de uma Metodologia de ensino orientada para o desenvolvimento dessas
habilidades e de um sistema de controle que permite estabelecer o grau de importancia
do desenvolvimento de tais habilidades para se lograr a aprendizagem no estdgio de
criacdo, o que foi efetivado através de andlise comparativa entre os niveis de desen-
volvimento de cada habilidade bésica e o desempenho escolar de cada aluno, com a
utilizacao de um algoritmo e de indicadores especifcos.

2. Entendendo a experiéncia

Nos tratamentos qualitativo e quantitativo dos dados, consideramos o “principio da
relatividade das condicdes necessdrias e sufcientes para a ocorréncia de um evento”,
segundo o qual, quanto maior for o niimero de casos em que a condi¢do esta presente e
0 evento ocorre, maior serd o grau de su£ciéncia de tais condi¢des e quanto menor for
o nimero de casos em que a condicdo estd ausente e 0 evento ocorre, maior serd o grau
de necessidade da condi¢ao considerada. Na experiéncia, a “condicao” foi o aluno
atingir o desenvolvimento das habilidades de formacao e de generalizacao de concei-
tos em niveis “6timo” ou “sufciente”, considerando-se separadamente cada uma das
trés habilidades bésicas, e o “evento” foi o aluno estar classifcado na turma no “Grupo
de maior €xito” na disciplina. Os niveis “6timo” e “sufciente” correspondem, respec-
tivamente, aos estdgios de “criacdo” e de “producao” no processo de aprendizagem,
sendo tais estdgios atribuidos segundo os seguintes critérios:
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1. Consideramos que foi atingido o estdgio de “criagdo” quando o aluno ou grupo
de alunos é capaz de compreender uma situagdo problémica “nova”, isto €, nunca
vista antes e sem nexos ldgicos ou com nexos légicos frageis com situacdes
conhecidas, além de ser capaz de soluciond-la, mesmo sendo necessdrio utilizar
conhecimentos ainda nao construidos pelo mesmo aluno ou grupo de alunos;

2. O estdgio de “producdo” € atingido quando o aluno ou grupo de alunos é capaz
de compreender uma situagdo problémica “nova”, porém apresentando nexos 16-
gicos fortes com situacdes ja conhecidas, sendo capaz de soluciond-la utilizando
conhecimentos ja construidos pelo mesmo aluno ou grupo de alunos.

Naturalmente, hd que se considerar uma certa relatividade — graus diferenciados - com
respeito aos niveis de cria¢do e de producdo, bem como a existéncia de uma “fronteira”
de certa inde£nicdo entre os dois niveis. Os niveis “0timo” e “sufciente” com respeito
ao desenvolvimento das habilidades mencionadas sdo atribuidos segundo os critérios
apresentados no quadro abaixo:

Otimo Sufciente
Identifcacdo de | Identifca todos os indicios | Identifca todos os indicios es-
indicios essenci- | essenciais € ndo apresenta | senciais e apresenta algum nao
ais qualquer indicio ndo essencial | essencial como essencial
como essencial
Elaboragado Apresenta o conceito no grau | Apresenta 0 conceito num grau
do conteddo | de generalizacdo adequado ao | de generaliza¢do niao adequado
no grau de | contexto ao contexto
generalizagdo
adequado
Utilizacdo  da | Expressa a idéia de modo com- | Expressa a idéia de modo com-
linguagem pleto e preciso, sendo possivel | pleto e preciso, nao sendo
adequada compreendé-la diretamente da | possivel compreendé-la direta-
expressdo apresentada mente da expressdo apresen-
tada

Os resultados apresentados neste trabalho se referem as experi€ncias realizadas no
primeiro semestre letivo de 2003, sobre uma amostra constituida pelos alunos matricu-
lados na disciplina “Introducio a Légica”, em sua grande maioria recém ingressados.
Os grupos de maior e de menor éxito na disciplina foram organizados em funcdo das
médias £nais obtidas pelos alunos na disciplina, através da aplicagdo do método esta-
tistico “dos quartis”, sendo incluidos no primeiro grupo aqueles que obtiveram média
£nal maior ou igual a 5,8 e no segundo grupo os alunos com média £nal menor do que
este valor. Os indicadores do grau de importancia do desenvolvimento das habilidades
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de formacao e de generalizac@o de conceitos para a aprendizagem foram estabelecidos
com o emprego do Método estatistico “CNSR”, desenvolvido pelo autor.

3. Resultados obtidos

1 - Relacao entre o desenvolvimento das habilidades de formacao e de genera-
lizacao de conceitos e o nivel de éxito na aprendizagem

Pode-se observar no quadro abaixo que a concentracao no grupo de maior €xito na
aprendizagem de alunos que lograram maior nivel de desenvolvimento em cada habi-
lidade basica é signi£cativamente maior do que a concentracdo daqueles que lograram
menor nivel de desenvolvimento.

QUADRO 1
Distribuicdo dos alunos que alcancaram maior € menor nivel de
desenvolvimento das habilidades basicas no grupo de maior éxito na aprendizagem

2003.1
Maior desenvolvimento | Menor desenvolvimento
Indicios 60% 47%
Contetdo 67% 52%
Linguagem 67% 54%

2 - Importancia do desenvolvimento das habilidades de formacao e de genera-
lizacao de conceitos para o €xito na aprendizagem

Para estabelecer o nivel de importancia do desenvolvimento das habilidades de for-
macao e de generalizacdo de conceitos, foram de£nidos os indicadores da necessidade
— Inec — e da sufciéncia — Isuf — de tal desenvolvimento para que os alunos fossem
classi£cados no “Grupo de maior €xito” na aprendizagem.

O indicador de necessidade estd relacionado ao percentual de alunos que apresen-
taram baixo desenvolvimento das habilidades e baixo nivel de aprendizagem:

_ M
Inec = SYEN

onde M e N correspondem aos percentuais de alunos de baixo desenvolvimento
das habilidades classi£cados, respectivamente, nos grupos de menor e de maior €xito
na aprendizagem. O indicador da sufciéncia do desenvolvimento das habilidades de
formacgdo e de generalizacdo de conceitos se relaciona com ao percentual de alunos
que apresentaram alto nivel de desenvolvimento das habilidades e alto nivel de apren-
dizagem:
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_ A
Isuf——A+B,

onde A e B correspondem ao percentual de alunos de alto desenvolvimento das
habilidades e classifcados, respectivamente, nos grupos de maior e de menor €xito na
aprendizagem.

Os dados obtidos na pesquisa, ja consolidados, e os resultados gerados pela aplica-
¢do do algoritmo CNSR estdo expressos no quadro abaixo:

QUADRO 2 Algoritmo CNSR para determinar os indicadores de importancia
do desenvolvimento das habilidades bésicas para a aprendizagem

A N B M Inec | Isuf | n = Inec x Isuf
Indicio 60% | 47% | 40% | 53% | 0,53 | 0,60 | 0,32
Conteudo 67% | 52% | 33% | 48% | 0,48 | 0,67 | 0,32
Linguagem | 67% | 54% | 33% | 46% | 0,46 | 0,67 | 0,31

onde A eB correspondem aos alunos que alcancaram o nivel “6timo” ou “suf-
ciente” de desenvolvimento das habilidades basicas e apresentaram, respectivamente,
um alto e um baixo nivel de desempenho na aprendizagem, e Me/N correspondem
aos alunos que apresentaram desenvolvimento insatisfatorio das habilidades basicas e
foram classif£cados, respectivamente, nos grupos de menor e de maior €xito na apren-
dizagem. Os valores Inec = 0,53 e Isu = 0,60, indicam probabilidades de 47% e de
60% para um aluno alcancar um alto nivel de aprendizagem no caso em que tenha
apresentado, respectivamente, baixo ou alto nivel de desenvolvimento da habilidade
de identifcar os indicios essenciais dos conceitos. Podemos observar que o desenvol-
vimento das habilidades consideradas se apresentou mais su£ciente do que necessario,
isto é, os alunos que desenvolveram as habilidades em niveis mais altos apresenta-
ram desempenho melhor na aprendizagem, mas uma parte signif£cativa daqueles que
apresentaram baixo nivel de desenvolvimento das habilidades também lograram bom
desempenho na aprendizagem.

Os dados apresentados no Quadro 3 e os graf£cos abaixo permitem distinguir com
mais detalhes o desempenho quanto a aprendizagem dos alunos que alcan¢caram maior
(Ma) e menor (Me) nivel de desenvolvimento das habilidades basicas de formagdo e
de generalizacdo de conceitos.

A andlise dos grafcos permite perceber que, entre os alunos de maior desenvol-
vimento em possibilitou melhor desempenho na aprendizagem do que o desenvolvi-
mento das outras duas habilidades. Ja entre aqueles de menor nivel de desenvolvimento
das habilidades, nao houve distin¢ao entre as basicas quanto a aprendizagem. Por ou-
tro lado, os grafcos evidenciam a superioridade dos alunos que desenvolveram mais
as habilidades sobre os demais, quanto a aprendizagem.
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QUADRO 3 Distribui¢@o dos alunos entre os intervalos de valores
correspondentes as médias £nais na disciplina

Médias ODa4d 4a6 6a8 8alo
Habilidades | Ma ‘ Me | Ma ] Me | Ma ‘ Me | Ma ] Me

Indicio 26% | 35% | 26% | 23% | 43% | 35% | 13% | 6%
Conteido | 22% | 30% | 22% | 24% | 44% | 36% | 11% | 9%
Linguagem | 0% | 31% | 33% | 23% | 67% | 36% | 0% | 10%

Ma: alunos que apresentaram maior desenvolvimento das habilidades bédsicas
Me: alunos que apresentaram menor desenvolvimento das habilidades bésicas

Grafco 1
Alunos de maior desenvolvimento Alunos de menor desenvolvimento
80% Indicio 80%
60% —— Contelido 60%
40% . 0
Linguagem 40% ~
20% | N . = N
~ 20%
0% ' . ' X
0a4 4a6 6a8 8al0 0%

0a4 4a6 6a8 8a10

Figura 1: Desenvolvimento das habilidades basicas da formagao e da generalizacao de
conceitos X Média de aproveitamento do aluno na disciplina
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4. Conclusoes

Os resultados obtidos indicam que, efetivamente, o desenvolvimento das habilida-
des de formacao e de generaliza¢do de conceitos contribui de modo signi£cativo para
um maior nivel de aprendizagem e apontam para a necessidade de aperfeicoamento
tanto da metodologia utilizada como aporte para o desenvolvimento das habilidades
de formagdo e de generalizacdo de conceitos quanto dos instrumentos de controle e
de avaliagcdo da aprendizagem. O fato da diferenca de desempenho escolar detectado
entre os alunos que desenvolveram as habilidades em maior nivel e aqueles que o £ze-
ram em nivel mais baixo ter sido pequena, exceto quanto a linguagem, indica que foi
possivel para um nimero signifcativo de alunos se sair bem na avaliacdo de aprendi-
zagem sem um desenvolvimento adequado das habilidades mencionadas. Isso mostra
que os instrumentos de avaliacdo de aprendizagem e, também, aqueles proprios da ex-
periéncia, devem ser aperfeicoados no sentido de maior exigéncia de raciocinio l6gico
e de maior ef£cécia em seus propdsitos.

Portanto, no prosseguimento da experiéncia no proximo semestre letivo (2004.1)
pretendemos revisar tanto a metodologia e seus instrumentos, como os métodos e os
critérios de avaliacdo da aprendizagem e do desenvolvimento das habilidades, inclu-
sive aperfeicoando os respectivos instrumentos.
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Resumo: O estudo da redexdo em espelhos (ou bilhares) ndo retilineos tem origens
bastante antigas. Neste trabalho indicamos como um ambiente de geometria dindmica
poderia ser utilizado para propiciar um "passeio"pelas idéias introduzidas por auto-
res como Alhazen, Huygens, Dandelin e outros ao estudar este problema. O ponto de
vista adotado é estritamente geométrico, mas veremos que a linguagem do Cdlculo,
assim como a da Algebra, aparecem necessariamente na descri¢do das estruturas evi-
denciadas pelo problema.

Palavras-chave: Geometria Dindmica, Historia da Geometria, Cdusticas, Bilha-
res.

Abstract: The study of reRection on non straight mirrors (or billiards) has very
classical origins. In this paper we indicate how a dynamical geometry environment
could be put to use in a walk through of the ideas put forth by such authors as Alhazen
himself, Huygens, Dandelin and others when studying this problem. The point of view
we follow trough is strictly geometrical, but we’ll see nevertheless that the language of
Algebra and Calculus is unavoidable in the description of the structures made evident
by the problem.

Key words: Dynamic Geometry, History of Geometry, Caustics, Billiards
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Consideremos o seguinte enunciado: “Dada uma superficie reRetora, a posicdo de
um ponto luminoso, e a posigcdo de um ponto pelo qual passa o raio reQetido, encontrar
o ponto do espelho no qual se dd a redexdo” [H, pg.294].

Ptolomeu tratou confguracdes particulares desse problema (algumas delas reapa-
recem, na forma de exercicios em textos escolares, principalmente nos primeiros anos
do século XX). Ibn al-Haitham (Alhazen) viria a retomda-lo, com maior generalidade,
num tratado em que aperfeicoa o conceito de “imagem” de um corpo [R]. Outras re-
feréncias podem ser encontradas em [ S ]. A galeria de autores que se ocupou poste-
riormente do problema, de uma forma ou de outra, € bastante extensa. Uma pequena
amostra incluiria Huygens, Sluze, Wallis, Steiner, Quetelet, Dandelin, Cayley, etc.

Este artigo pretende apresentar um histérico de alguns tratamentos geométricos que
esse problema recebeu, antigos e mais recentes, bem como um exemplo de tratamento
que ele poderia receber em um moderno ambiente de geometria dindmica. A énfase
aqui € em “geométrico”: vamos evitar o recurso a equagoes.

M

Figura 1

Figura 2

Na £gura 1, acima, o circulo de centro O € o espelho, A € o ponto luminoso, e B é
o ponto por onde passa esse raio, apds ser redetido no ponto M desse circulo.

Note que, de acordo com as leis de redexdo, os angulos ZAMO e ZOMB siao
iguais. Temos assim duas restricdes a serem satisfeitas pelo ponto M. Se relaxamos
uma delas (isto é, se admitirmos pontos fora do circulo, como na £gura 2), podemos
buscar o lugar geométrico dos pontos M do plano tais que, de M, os segmentos AO
e OB sio vistos segundo o mesmo angulo (isto é, ZAMO=/0MB). Este lugar geo-
métrico é facilmente construido em um ambiente de geometria dinAmica como [T],
obtendo-se a curva representada na £gura 3, abaixo. Por razdes que £cardo claras mais
tarde, chamaremos este lugar de curva de Apoldnio. As interse¢des dessa curva com
o espelho circular nos ddo as solu¢des procuradas. Para as posi¢des de A e B repre-
sentadas na £gura 3, o problema tem quatro solucdes, representadas pelos pontos Mi,
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i=1,..4. A outras confguragdes poderao corresponder duas ou, excepcionalmente, trés
solugdes.

Figura 3 Figura 4

Observe que esta maneira de formular o problema, embora seja a mais natural,
leva a uma solugdo de dificil implementag@o: a curva que construimos tem grau trés.
Para que isto fosse comprovado, teriamos que introduzir coordenadas e equagdes, o
que preferimos evitar neste trabalho. Outra coisa que € obtida de forma muito fécil,
em coordenadas, € a reducdo de ordem do problema: em lugar de buscar a intersecdo
de uma curva de grau trés com uma curva de grau dois, basta computar a intersecdo
de uma conica com o circulo. Na verdade, isto também pode ser obtido por um ra-
ciocinio geométrico, e esta € a forma em que as solug¢des originais foram obtidas. A
formulacao que preferimos aqui, no entanto, nos da a oportunidade de evidenciar o re-
lacionamento desta curva com a solucao de outros problemas, também cldssicos, que
aparecem um pouco mais tarde na literatura. Ela tem também a vantagem de ser fa-
cilmente generalizada, para o caso em que a curva redetora € uma conica, em lugar de
um circulo.

A tese original de Quetelet [Q] se ocupava do seguinte problema: estudar a curva
descrita pelos focos de uma se¢do plana varidvel de um cone circular reto, onde os
planos de se¢do tém sempre em comum uma reta perpendicular a uma das geratrizes do
cone. A curva assim obtida Quetelet deu o nome de “focal”, e a ela Dandelin dedicou
posteriormente um bonito artigo [D]. O problema pode ser inteiramente estudado no
plano que contém o eixo do cone e € perpendicular aos planos de secdo. Na £gura
4, acima, vemos a £gura correspondente. SE é a projecdo do plano de secdo, S € a
projecdo da reta comum a esses planos, € F, F’ sdo os focos. O ponto O corresponde a
secdo ortogonal ao eixo, quando os dois focos coincidem.

Aparentemente, Quetelet e Dandelin ndo se deram conta da equivaléncia entre a
curva que estudaram e a curva na £gura a esquerda, que ja era associada ao problema
de Alhazen pelo menos desde a época de Barrow. A conexdo nao foi percebida nem
mais tarde por Steiner, que estudou a curva a esquerda no contexto de uma generali-
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zacdo do problema de Apoldnio, nem por van Rees, que generalizou o problema das
“focais” para o caso onde o cone nao mais era restrito ao caso circular. Gomes Teixeira,
utilizando coordenadas, ¢ quem estabelece a equivaléncia [ver T, pgs 53].

Em uma versdo mais completa deste texto mostraremos que as propriedades que
Dandelin deduz para a curva sdo, no entanto, sufcientes para construir, a partir dos
pontos O, A e B, o vértice S e os demais elementos necessdrios para caracterizar a
focal. Dandelin mostra, por exemplo, que a focal é duplamente assintética a reta VE.
Mostra também que o circulo com diametro FF’, e centro em M contém sempre o
ponto O. Disto resulta, em particular, que as retas OF e OF’ sdo sempre ortogonais
entre si, € que as duas tangentes a curva no ponto O t€ém a mesma propriedade.

1. Causticas por Rexexao

Estreitamente relacionado ao problema que estamos considerando, estd o problema
de determinar as céusticas (por redexao neste caso) geradas por um ponto luminoso A,
colocado a uma distincia £nita ou in£nita de uma curva que serve de espelho. No
contexto de nossa primeira £gura, isto eqiiivale a manter o ponto luminoso A £xo, e
buscar as posicdes B onde a iluminagdo é maxima. Na £gura 5, abaixo, representamos
o lugar geométrico dos raios luminosos redetidos, a partir da fonte A £xa, pelo espelho
circular com centro O. Observe que a envoltdria dos raios € uma curva com dois ramos,
e quatro cuspides.

Figura 5 Figura 6

Para construir a cdustica, podemos proceder de forma bem geométrica: rodamos
o ponto M de um angulo 6, obtendo um ponto M’. A redexao do raio luminoso OM’
intercepta a redexdo do raio OM em um ponto Cy . Este € o ponto de intersecdo de
duas tangentes a envoltdria procurada. Portanto, se £zermos 6 tender a zero teremos,
como limite, um ponto sobre a envoltdria. O resultado € ilustrado na £gura 6.



REFLEXOES ACERCA DO PROBLEMA DE ALHAZEN
Luiz Carlos Guimardes

325

Duas observacdes cabem aqui: esta € uma daquelas ocasides onde uma quantidade,
que no caso €  , deve poder ser tomada “tdo pequena quanto se queira”, mas nao
pode assumir efetivamente o valor zero. Além disto, num ambiente computacional
(de Geometria Dindmica), como é 0 nosso caso, existem restricdes numéricas a que 6
assuma um valor demasiado pequeno. Quao drasticas s@o estas restricdes ird depender
da particular implementacdo que estivermos usando. Por outro lado, o uso deste tipo
de ambiente abre um precioso espago para a exploragdo. Considere, por exemplo a
£gura 7, abaixo, onde construimos a curva de Apolonio para uma posi¢do do ponto
B sobre a cdustica: neste caso, a curva é sempre tangente ao circulo, o que poderia
ser “comprovado” empiricamente variando a posi¢do de B. A cdustica corresponde
assim, para um ponto luminoso £xo, as posicdes de B onde o problema de Alhazen tem
trés solugdes. A demonstracdo deste fato serd apresentada em outra ocasido, pois nos
afastaria demais do objeto deste trabalho. E interessante observar aqui que Quetelet
e Dandelin, embora tenham escrito sobre as focais e sobre as causticas do circulo,
aparentemente ndo levaram em conta a estreita relacao entre os dois problemas.

Outro que trabalhou em um problema relacionado, mas sem, aparentemente, se
dar conta das conexdes, foi Steiner. Inicialmente, lembremos aqui o problema de
Apoldnio classico: dados dois pontos A e B, em um plano, encontrar os pontos P
desse plano para os quais a razdo entre as distancias AP e BP é constante, e igual a
uma razao dada. Seja Q o ponto desse lugar geométrico que estd entre A e B. Resulta
que a solugcdo do problema € um circulo, passando por Q, e que, para um ponto P
sobre esse circulo, os dngulos ZAPQ e ZQBP sdo iguais. Em [S], Steiner estuda a
seguinte generalizacdo desse problema: dados dois segmento AF e BF’, em um plano,
encontrar os pontos desse plano de onde AF e BF’ sdo vistos sob mesmo angulo.
A solugdo é uma cubica circular (£gura 8) e, para o caso onde F e F’ coincidem,
esta é a curva que estivemos considerando até o momento. Cabe ressaltar aqui que
esta construgdo apresenta difculdades considerdveis para as implementagdes atuais de
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Geometria Dinamica.

Figura 7 Figura 8

A generaliza¢@o do problema de Alhazem que mencionamos no inicio deste traba-
lho pode ser enunciada da forma seguinte:

“Dados um espelho conico, um ponto luminoso A, e um segundo ponto B por onde
o raio reXetido deve passar, determinar os pontos M do espelho onde se deve dar a
redexdo.”

Figura 9 Figura 10

Na £gura 9, F e F’ sdo os focos da conica. A propriedade importante a ressaltar
aqui € que o raio incidente e o raio redetido formam angulos iguais com os raios focais
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no ponto de redexao, isto é, Z/AMF = / FMB.

Assim como no caso anterior, o problema pode ser resolvido encontrando os pontos
de interse¢@o da cOnica com a curva de Apolonio. Para a confguragdo mostrada acima,
continuamos tendo quatro solugdes, mas € simples conseguir uma confguracao, como
a mostrada na £gura 10, onde existem seis solucdes. Vemos assim que a simplifcacdo
que € possivel no caso circular ndo representa um modo de solu¢ao sufcientemente
geral para ser usado em outros casos.

Este enunciado mais geral, ou o problema correspondente para cdusticas, ndo pa-
recem ter recebido atencdo na literatura cldssica. Mais recentemente, o problema de
estudar as cdusticas determinadas por uma curva qualquer recebeu uma certa atengao,
especialmente no contexto da teoria das singularidades [ver os artigos de Bruce et alii,
e o livro de Arnold]. Por outro lado, o problema de bilhares, descendente direto do
problema de Alhazen, continua a gerar uma enorme quantidade de pesquisa. Uma des-
sas linhas de investigacdo, que se pode datar pelo menos de 1881 [Baker], € o estudo
desse problema em espagos mais gerais que o Euclidiano.

Um ponto que certamente merece investigacao € a utilidade, como motivador para
o ensino de geometria, do estudo deste tipo de problemas em contextos didéticos. So-
bre isto parece concordar a Comissdo Kahane [K]. Em nossa opinido, a forma em que
diversos contetidos de matemaéticas “elementares” e aplicagdes a Fisica se juntam neste
problema o torna um assunto especialmente adequado para atividades de exploragcao
destinadas a formacgdo continuada de professores de matemética. Bons problemas de
geometria, como o que acabamos de expor, podem funcionar como um canal de co-
municagdo entre a chamada “Matematica escolar” e idéias que ainda hoje sdo objeto
de investigacdo.
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1. Introducao

Quando apresentaram a teoria de imagem de conceito (Tall & Vinner, 1981), David
Tall e Shlomo Vinner detiveram-se nas incompreensdes causadas por conditos entre
partes das estruturas cognitivas dos estudantes relacionadas a derivada e a continui-
dade. O aumento no uso de novas tecnologias no ensino de matematica, principal-
mente a partir do meio dos anos 80, colocou em cena novos tipos de situagdes poten-
ciais de conrito. No caso do Célculo, em particular, a confrontacio entre a estrutura
£nita dos algoritmos computacionais e a natureza intrinsecamente in£nita dos princi-
pais conceitos (como limite, derivada e integral) pode levar os estudantes a situacdes
de aparente contradicdo e confusdo. Essas situacdes potenciais de conito, no ensino
de célculo e em outras areas da matematica, vém sendo discutidas nas dltimas duas
décadas em vérios trabalhos, apontando-se uma gama variada de aspectos positivos
e negativos. Esses resultados sugerem que os efeitos das novas tecnologias no en-
sino/aprendizagem de matematica independem de qualquer caracteristica inerente aos
equipamentos, dependendo, sobretudo, do enfoque pedagdgico adotado.

Nesse breve artigo resumiremos um estudo apresentado em (Giraldo et alii, 2003a)
e (Giraldo&Carvalho, 2003a) sobre o caso da descri¢do do conceito de derivada usando
a noc¢ao de retidao local. Faremos uma compilagcdo dos conceitos de imagem de con-
ceito; da nogdo de retiddao local como raiz cognitiva para o conceito de derivada; do
nosso conceito de conxito tedrico-computacional; e, prosseguiremos a discussao ted-
rica utilizando as nog¢des de descrigcdo, zona de conforto e zona de conXito. Baseando-
nos nesse referencial tedrico, sustentaremos que, a partir de um enfoque adequado,
conxitos tedrico-computacionais podem atuar como fatores importantes para o enri-
quecimento das imagens de conceito dos estudantes.

2. Alguns Conceitos

Na teoria desenvolvida por Tall e Vinner (1981), a imagem de conceito € a estrutura
cognitiva completa associada a um conceito matemaético que estd na mente de um indi-
viduo. Ela compreende todas as £guras mentais, propriedades, associagdes mentais e
processos relacionados a um dado conceito. As partes conditantes de uma imagem de
conceito de um individuo sao denominadas pelos autores fatores potenciais de con®ito.
E, quando diferentes fatores potenciais de conXito sdo evocados simultaneamente, sdo
chamados de fatores de conXito cognitivo.

Barnard & Tall (1997) denominaram cada por¢do da imagem de conceito na qual
cada individuo pode focar sua atencdo a cada momento como unidade cognitiva. Uni-
dades cognitivas podem ser simbolos, teoremas, representacdes, propriedades ou qual-
quer outro aspecto relacionado ao conceito. Essa teoria sugere que uma imagem de
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conceito rica tem que, obrigatoriamente, incluir ndo s6 a de£nicao formal?, mas tam-
bém uma vasta gama de ligacdes com as unidades cognitivas e entre elas proprias.

Tall (1986a) defniu organizador genérico como sendo um micro-mundo que per-
mite ao estudante manipular exemplos e contra-exemplos de um especif£co conceito
matematico ou de um sistema conceitos relacionados. A feitura do programa A Graphic
Approach to Calculus (Tall et alii, 1990) motivou uma reformulagdo tedrica dessa no-
cdo. Em Tall (1989), o autor propde que a estrutura de um organizador genérico dever
estar baseada em uma raiz cognitiva. Raiz cognitiva é um conceito fundador; uma
ponte entre os conhecimentos anteriores dos alunos e as teorias mais sof£sticadas em
construgio. E uma unidade cognitiva com duas propriedades fundamentais: (1) é com-
preensivel para os estudantes no inicio da seqiiéncia de aprendizagem e (2) permite
expansoes cognitivas na direcao de novos desenvolvimentos tedricos.

Tall, em (1989 e 2000), afrma que a nog¢do de retiddo local € uma raiz cognitiva
adequada para o conceito de derivada. Essa no¢do € baseada na percep¢cdo humana de
que uma curva parece reta se observada de bem préximo.

3. Descricoes e Conxitos

Em Giraldo & Carvalho (2003b), de£nimos uma descricdo como sendo qualquer
referéncia a um conceito matematico, empregada em um contexto pedagdgico, con-
tendo limitagdes inerentes em relacdo a de£nigdo formal associada (veja também, Gi-
raldo & Carvalho, 2003c e Giraldo et alli, 2003b). Descri¢des podem ser desenhos
(como uma £gura de retas secantes tendendo a tangente), férmulas (como as usuais re-
gras algébricas de calculo de derivadas), sentencas faladas ou escritas (como a sentenca
largamente utilizada: “a reta tangente aproxima a curva localmente”). As limitacdes
inerentes a cada uma das descri¢des podem levar estudantes a situacdes de aparente
contradi¢cdo ou confusdo, quando a teoria associada parece estar errada ou ndao poder
ser aplicada no caso particular. Utilizamos o termo conXito® ao nos referirmos a situa-
¢des como essa, e a conxito tedrico-computacional quando o conXito estd associado a
uma descri¢do computacional (Giraldo & Carvalho, 2003a; Giraldo et alii, 2003a). A
nossa questao aqui € entender uma descricdo como uma fonte potencial de conXitos.

A nocdo de retidao local (Tall, 1989, 2000) € um exemplo de descri¢cdo para o con-
ceito de derivada. Podemos conceber uma descricdo como sendo constituida de duas
facetas: algumas vezes ela se encaixa na teoria matemdtica associada, e algumas vezes
parece estar em contradi¢do com essa. Referimo-nos a essas duas facetas como zona

Por defnicdo formal, entendemos a de£ni¢do de um conceito consensualmente aceita pela comu-
nidade matemadtica, dentro de contextos tedricos, sociais e historicos bem de£nidos.

SEmpregamos, aqui, o termo conXito em um sentido diferente do usado em (Tall & Vinner, 1981).
Chamamos de conXito uma aparente contradi¢do em uma situagao pedagdgica, enquanto que Tall & Vin-
ner usam o termo ao se referir a uma porcao inconsistente da imagem de conceito de um individuo.
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de conforto e zona de conXito, respectivamente. Embora tenhamos de£nido uma des-
cricdo como uma referéncia contendo limitacdes intrinsecas, essas limitacdes podem
ser concretizadas sob a forma de condito de maneiras muito diferentes, € mesmo nem
o serem. A fronteira entre as zonas de conforto e de conxito depende de todo o con-
texto pedagdgico: as imagens de conceito anteriores, atitudes e crencas dos estudantes;
estratégias e decisoes dos professores, etc.

Nossa hipétese € que a fronteira entre as zonas de conforto e condito tem uma in-
ruéncia crucial na imagem de conceito dos estudantes. Acreditamos que a maneira
pela qual uma descrig¢do € tratada pode converter os conxitos associados em fatores
de enriquecimento ou estreitamento. A literatura de Educacdo Matematica prové evi-
déncias para essa hipdtese (por exemplo: Abrahao,1998; Belfort et alii, 2003; Belfort
& Guimaraes, 1998; Doerr & Zangor, 2000; Hadas et alli, 2000; Hunter et alli, 1993;
Laudares et alli, 2000).

4. Um Organizador Genérico para Aprendizagem de
Derivadas

Propusemos um organizador genérico, denominado Melhor Reta (Giraldo, 2001),
com o objetivo de permitir aos usudrios construirem conexdes entre unidades cogniti-
vas através de processo de magnif£cacdo local, comparando as descri¢des algébrica e
grafca do conceito de derivada. Melhor Reta € uma rotina de Maple com as seguintes
entradas: a funcdo f, um ponto zy no dominio da fun¢do, uma inclina¢ao a para uma
reta passando por (zg, f(zo)) € um valor numérico para h = Ax; e, como saida: o
grafco def e dareta r(z) = ax + f(x() no intervalo [xg — h, o + h], um segmento
vertical ligando a curva e a reta representando a diferenca p(h) = | f(xo + h) — r(h)],
e os valores numéricos de p(h) e p(h)/h. A idéia principal é comparar grifca e al-
gebricamente os comportamentos locais da curva y = f(x) e dareta y = r(z) para
a= f'(xg) ea# f'(xo) (ou seja, para as retas tangente e ndo-tangentes).

Mostrando ambas as representacoes, algébrica e grafca, tivemos como objetivo
proporcionar uma visdo ampla sobre o fato que, entre todas as retas passando por
(xo, f(z0)), a tangente é a reta que melhor aproxima a curva, no sentido bem preciso
que ndo apenas p(h) tende para zero, mas que a razdo p(h)/h também. A representacgéo
grafca permite a interpretacdo geométrica da aproximacao. De fato, quando o usudrio
magnifca o grafco, através da diminuicdo de h, esse valor atua como a unidade de
medida da £gura.

Se a reta exibida ndo for a reta tangente, p(h) tende a zero, p(h)/h ndo, e o seg-
mento vertical é sempre visivel (Figura 2). Por outro lado, se a reta for a tangente,
ambos tendem a zero e o segmento vertical desaparece rapidamente (Figura 1). No
caso da reta ndo tangente p(h) e h decrescem numa razdo balanceada (logo p(h)/h
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ndo tende para zero); enquanto que no caso da reta tangente p(h) decresce numa taxa
mais elevada (portanto p(h)/h tende para zero ). Como h é a dimensdo horizontal da
janela grafca, e p(h) é o segmento vertical quando a janela é magnifcada, o segmento
desaparece no caso da reta tangente e £ca visivel no caso de retas ndo tangentes.

0s8
00780 B6% 630+ BB%z o 006 GO0k Gab6 0808 " bt

1 h=0,1
=1 p(h) =0,01 21 =0,1 h = 0,01
p(h) =0,0001 2" =0,01

Figura 1: Tela do organizador genérico Melhor Reta para a reta tangente.

00T 500 5506 000+ 5602 0 0002 000 0005 0008 01

=05 || p(h)=0,04 ZM =04 h= 0.001
p(h) =0,0049 2" — 0,49

Figura 2: Tela do organizador genérico Melhor Reta para uma reta nio tangente.

H4 duas descrigdes principais para a derivada envolvidas na elabora¢do do Melhor
Reta. A primeira, obviamente, é a no¢ao de retiddo local. A segunda € a nocdo de
aproximagdo local, em geral expressa pela frase: “a reta tangente ao grafco da fungdo,
aproxima a fun¢do na vizinhanca do ponto”. Uma limitacdo dessa segunda descri¢ao
€ que o signifcado do termo “aproxima” é matematicamente impreciso. No entanto,
no contexto de cdlculo infnitesimal esse termo tem um signi£cado preciso: a tangente
aproximar a curva, signifca que a razdo p(h)/h tende para zero. Por outro lado,
em um contexto mais amplo, poder-se-ia dizer que todas as retas cortando a curva



334

Anais do II HTEM

em algum ponto seriam aproximagoes para a fungdo nesse ponto, no sentido em que
a diferenca p(h), entre a curva e cada uma dessas retas tende para zero (desde que a
funcdo seja continua).

Durante o experimento ilustrado pelas Figuras 1 e 2, mantemo-nos na zona de con-
forto da descri¢ao baseada na retidao local. Entretanto, a primeira tela (da esquerda)
pode nos levar a zona de conxito da aproximacao local. Nao hd uma clara distincao
entre a reta tangente e a ndo tangente, logo a idéia de aproximacgdo ndo £ca precisa. Ao
seguirmos com o processo de magnif£cagdo, voltamos para a zona de conforto da apro-
ximagao local, pois podemos compreender o signifcado matemédtico de aproximacao
tanto algébrica quanto grafcamente. Assim sendo, o organizador genérico Melhor
Reta pode apontar uma intersecdo entre as zonas de conforto e de conxito de duas des-
crigoes diferentes. Em Giraldo & Carvalho 2003a, 2003b, 2003c; e em Giraldo et al.,
2003a, 2003b fazemos uma andlise ampla dessa questdo entre outras.

5. Observacoes Finais

Virias pesquisas, entre elas as citadas na introdugdo desse artigo, mostram que des-
cricdes (em especial as computacionais) podem ter papéis opostos: podem atuar tanto
como fatores de estreitamento assim como de enriquecimento da imagem de conceito
dos estudantes. Nossa investigacdo sugere que se os conxitos sdo explorados den-
tro de um ambiente pedagdgico propicio - ao invés de serem simplesmente evitados
- podem disparar um processo de enriquecimento das imagens de conceito dos estu-
dantes. Belfort & Guimardes (1998) e Hadas et alli (2000) exempli£cam experiéncias
nas quais estudantes se bene£ciam de situacdes de conXito, sob a condugdo cuidadosa
dos professores. Doerr & Zangor (2000) confrmam que uma condi¢do essencial para
o sucesso de tal estratégia € a postura do professor; tanto da sua consciéncia das limi-
tagdes da maquina, mas também da importancia que ele(a) demonstra pelo raciocinio
dedutivo em matemadtica. Entretanto Abrahdo (1998) e Laudares & Lachini (2000)
mostram que essa perspectiva nao € desenvolvida de forma natural. Logo, quando
preparando o curriculo para cursos de licenciatura e de formagao permanente, € neces-
sario enfocar as potencialidades e as limitagdes (e as limitagdes e as potencialidades)
das ferramentas tecnoldgicas.

O potencial pedagdgico de uma descricdo de um conceito matemadtico ndo reside
apenas em qudo acuradamente ela descreve o conceito, mas também o quanto ela nao
o descreve. Ou seja, a e£cdcia de uma descricao depende da aplicagdo judiciosa tanto
da zona de conforto quanto da de conxito. E ainda, zonas de conforto e de conxito
de descri¢des diferentes podem se complementar uma a outra e se constituir em um
poderoso recurso pedagdgico.
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Resumo Relatamos e avaliamos a experiéncia da participagcdo do IME/UERJ
no projeto da FAPERJ/SBM para aprimoramento de professores de matemdtica do
ensino médio e fundamental no estado. Esse projeto, iniciado em 2002, envolve ainda
a UFE, a UFRJ, a PUC-Rio e o IMPA.

Palavras-chave Professores de Matemdtica; Educacdo Continuada; Matemd-
tica no Ensino Médio.

Abstract  This paper briedy reports and outlines a £rst analysis of the ex-
perience that the Statistics and Mathematics Institute of State University of Rio de
Janeiro — IME/UERJ could draw from a year-and-half continuing education course
designed for high school mathematics teachers. This course, an initiative of the Brazi-
lian Mathematics Society — SBM —, is part of a project suported by FAPERJ and also
joined by other four academic institutions, namely UFF, UFRJ, PUC-Rio and IMPA.

Key Words Mathematics teachers; Continuing Education; High-school Mathe-
matics.
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1. Antecedentes

O Instituto de Matematica e Estatistica da UERJ — IME/UERJ - tem atuado no
ambiente de professores do ensino médio e fundamental, por meio do Curso de Es-
pecializagdo em Ensino e Aprendizagem na Matemadtica, implantado em 1997 e cujo
publico vem justamente desse meio. O IME também estd envolvido em um outro
Curso de Especializacao, este em fase de implantac¢do e formando parte de um elenco
de mais de uma dezena de cursos com idéntico objetivo, em diferentes dreas, e inseri-
dos em um convénio entre a UERJ e a Secretaria de Estado de Educag@o.

Apesar de ser notério, ja hd um bom tempo, o desempenho insatisfatério da maio-
ria de nossos estudantes de 22 grau, particularmente na 4drea de Matematica', recentes
avaliacdes internacionais, como o exame PISA, onde os nossos resultados se revela-
ram desastrosos, dramatizaram esse desempenho, clamando por urgentes providéncias.
Esse foi um dos pontos insistentemente enfatizados em numerosas discussdes durante
o anterior HTEM, em 2002, em particular na mesa-redonda que encerrou o evento.

A SBM - Sociedade Brasileira de Matematica — submeteu, durante o primeiro
semestre de 2002, a FAPERJ — Fundacdo Carlos Chagas Filho de Amparo a Pesquisa
do Estado do Rio de Janeiro — um projeto para melhoria do ensino de matematica
no estado. Mobilizando cinco instituicdes académicas, o IMPA, a PUC-Rio, a UER]J,
a UFF e a UFRJ, o projeto se iniciou no més de setembro daquele ano, com previsao
inicial de um ano e meio de duracao, para o que foram alocados recursos, parcialmente
liberados, pelo periodo de 12 meses.

2. Estrutura e Filosofa

Levando em consideracio as defciéncias de formacao presentes em grande parte
dos cursos de licenciatura em matematica atualmente disponiveis, o projeto se baseia
essencialmente em reforcar a cultura matemadtica do professorado atuante nas nossas
escolas do 22 grau. Enfatizou-se desde o inicio ndo se estar oferecendo um curso de
rotinas a ser seguidas, obedecidas robotizadamente na sala de aula de cada um dos alu-
nos cursistas, mas se estar fornecendo um cabedal de conhecimentos ao qual a grande
maioria nunca tivera acesso.

As disciplinas oferecidas, apesar de comporem um conjunto comum a todas as ins-
titui¢Oes participantes, foram desenvolvidas de forma e em seqiiéncias particularizadas

1_ 0 que ndo é um privilégio nacional, cf. KLINE [1973] —
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para cada uma delas, de modo que alguns pontos de nossa experi€éncia provavelmente

ndo estardo presentes nas demais?.

No periodo foram oferecidas as seguintes disciplinas, cada uma com duragdo de um
trimestre, para ambas as turmas admitidas, respectivamente em setembro e dezembro
de 2002:

e Funcoes |

e Vetores e Coordenadas no Plano

e Semindrio I

e Funcoes II

e Geometria Plana

e Semindrio II

e Progressdes e Matemadtica Financeira
e Semindrio III

e Trigonometria € Numeros Complexos
e Geometria Espacial

e Matrizes e Sistemas Lineares

e Semindrio IV.

Serviu de importante apoio bibliograf£co a Colecao do Professor de Matemitica,
editada pela SBM, bem como a Revista do Professor de Matematica.

Procurou-se enfatizar tanto o potencial do uso de aplicativos computacionais (em
particular, CAPRI, MAPLE, EXCEL, WINPLOT) como as limitacdes inerentes a si-
mulacdo digital, £nita, para grandezas continuas, in£nitas, cf.[MOURA]. A comuni-
cacdo via correio eletronico e a busca de informacdes na Web foi sempre incentivada.
Em particular, o portal do curso® foi amplamente utilizado, contendo apostilas, exerci-
cios, projetos, notas, referéncias bibliogra£cas.

Os Seminarios dedicaram boa parte do tempo para a discussao e avaliagdo de textos
didaticos, tendo como peca fundamental de discussao LIMA [2001].

20 presente texto, apesar de reXetir pontos discutidos no decorrer do curso, ainda se encontra em
fase de revisdo pelos autores, a £m de expressar efetivamente idéias comuns.
3http://www.ime.uerj.br/"ensinomedio
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3. A pratica

Uma das primeiras dividas surgidas foi a respeito do critério de selecdo dos/as alu-
nos/as cursistas. Por meio de um teste padrdo de conhecimento poderiamos escolher
os mais bem preparados entre os candidatos. Mas sdo exatamente esses a quem deve
bene£ciar o projeto? Nado seriam exatamente os ndo aproveitados que vao justamente
continuar contribuindo para aqueles alarmantes indices negativos que mencionamos?

Os critérios utilizados no processo seletivo foram bem Xexiveis — por exemplo nao
se estabeleceu uma nota minima — conduzindo-o a um papel meramente classi£catério.
Assim, ambas as turmas admitidas se caracterizaram por uma grande heterogeneidade.
Nao seria esse um aspecto positivo, apesar de provocar mais lentiddo nas discussoes e
exposi¢do do conteudo previsto?

4. Consideracoes Finais

As avaliacdes dos/as cursistas foram obtidas a partir de provas escritas individuais
e alguns projetos desevolvidos coletivamente. Consideramos o aproveitamento satis-
fatério, se medido em termos dos que permaneceram até o £nal. Deve-se indagar se,
diante da heterogeneidade das turmas, padrdes universais sao justifcaveis. O que se
deve avaliar: aonde cada cursista chegou ou o que ele/a evoluiu?

O indice de desisténcia foi elevado, apesar de ter sido indicado pelas avaliacdes
apresentadas pelos/as cursistas, ao £nal de cada trimestre, um desejo comum de que
continudssemos a adotar o padrdo, ritmo e conteudo escolhidos. Esta foi uma indi-
cacdo de que um projeto dessa ordem e com esses objetivos deve considerar a dispo-
nibilizagdo de alguma forma de auxilio para os/as cursistas de modo a lhes permitir
uma carga didatica menor em suas institui¢des. De fato, essa deveria ser justamente a
contribui¢do das escolas, onde eles/as trabalham, ao projeto.
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1. Apresentacao:

Todos os estudiosos da Histéria de Matemdtica sdo unanimes em dizer que o C4l-
culo Diferencial foi “inventado” por Leibniz e Newton, de forma independente; mas,
para que isso ocorresse, foi necessdria toda uma evolucao nos conceitos matemati-
cos. Newton bem disse que estava apoiado em ombros de gigantes. Para conhecer
um pouco destes “gigantes”, de que Newton falou, convidei a Profa. Sueli Rodrigues
da UNICAMP, grande pesquisadora dos primérdios do Calculo, que nos fala desde
Arquimedes até Galileu, Fermat e tantos outros.

Quando Leibniz publicou seus dois artigos, que deram o nascimento de Calculo,
isto em 1684 e logo depois em 1687 Newton publica seu Principia, foi a grande revolu-
¢do na Matemdtica, duas visdes diferentes sobre os mesmos conceitos: uma estdtica e
outra dindmica. Para falar sobre este momento tdo importante na Histéria da Matema-
tica eu convidei a Profa. Sandra Visokolski da Universidade de Cérdoba na Argentina,
uma das grandes especialistas de Newton que conhego.

Logo depois destes acontecimentos, inicia-se na Europa e na Inglaterra um grande
movimento para colocar o Calculo Diferencial a disposi¢do dos estudantes, um pri-
meiro livro € publicado por L’Hospital em 1696, fortemente criticado na Academie
des Sciences de Paris, principalmente por Rolle, e na Inglaterra por Berkely. Fazia-se
necessario colocar os conceitos usados no Célculo em ordem, principalmente o de in-
£nitésimos, que ora eram considerados diferentes de zero e em outros momentos como
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nulos. Para comentar sobre este esforco matemético que se iniciou com Cauchy e s6
termina com Weirstrass, temos a Profa. Itala D’Otaviano, também da UNICAMP.

Essa historia sempre para ai, mas para nds £ca sempre uma pergunta: E o que
aconteceu no Brasil com esse estudo? Vem entdo a Profa. Circe Dynnikov, da UFES,
grande historiadora da Matematica Brasileira para nos contar o que ocorreu no Brasil,
como o estudo do Calculo Diferencial foi introduzido no nosso pais € mesmo como
alguns matemadticos brasileiros pesquisardo este assunto, como, por exemplo, Souzi-
nha.
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Arquimedes, que € considerado o mais importante dos matematicos gregos e de
toda antigiiidade, viveu em Siracusa na Magna Grécia, onde hoje € a ilha de Sici-
lia na Italia, de cerca de 287 AC a 212 AC. Ha um certo consenso em se considerar
como o importante marco inicial na histéria do Célculo os trabalhos de Arquimedes e
muito especialmente “O Método que Trata dos Problemas Mecanicos”. Muitas de suas
impressionantes descobertas foram feitas a partir de concep¢des inspiradas na equiva-
léncia e equilibrio de modelos fisicos. A idéia do cdlculo de dreas e volumes pelo
processo de “atomizagdo”, o qual engendra o conceito de limite e de “in£nitésimos”,
e a associa¢do com principios fisicos de equivaléncia e equilibrio € descrita em “O
Método™.

Esta obra esteve desaparecida por mais de mil anos e s6 foi encontrada em 1906
em Constantinopla (hoje Istambul) pelo matemético dinamarqués J. L. Heiberg num
palimpsesto da liturgia catdlica ortodoxa. O texto original raspado contém trabalhos
de Arquimedes numa versao de um copista do século X. Cabe registrar que, como foi
também bastante divulgado recentemente, este pergaminho desapareceu novamente da
década de 1920 e reapareceu num leildo em 1998 onde foi vendido de uma familia
francesa para um andnimo americano que o tem disponibilizado para pesquisa através
de uma fundacdo. Através das novas tecnologias foi possivel descobrir no palimp-
sesto um outro texto de Arquimedes até entdo desconhecido que parece ser o primeiro
registro de resultados em Combinatéria (associados ao “Stomachion”) que tem sido
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estudado por R. Netz da Universidade de Stanford, E.U.A.

Em “O Método” Arquimedes descreve seu método de descoberta de resultados que
posteriormente foram por ele provados pelo método da exaustao, o qual também abriga
a nocdo de limite através da aproximacao de uma £gura por outras “menores” e “mai-
ores” de drea conhecida. Arquimedes menciona em seus trabalhos seus antecessores
Demdcrito, (c. 460 - ¢.370 AC, que concebeu um cone como decomposto em fatias
e expressou seu volume) e Eudoxio, ( c. 408 — c. 355 AC, mentor do método da
exaustao).

O historiador Plutarco ( ¢.50 — 100 DC) relata de maneira épica as descobertas e
inventos de Arquimedes principalmente nas estratégias de defesa de Siracusa durante
a guerra punica ( 216-212 AC ), ao £nal da qual ele foi morto por um soldado do
general Marcelo, e descreve a inscricdo que teria sido feita em seu timulo ilustrando
um de seus resultados favoritos: A relagcdo entre os volumes de uma esfera e um cone
inscritos em um cilindro..

Propondo o que viria a ser formalizado como o principio de Cavalieri, Arquimedes
argumenta que a soma dos volumes da semi-esfera e do cone deveria ser igual ao
volume do cilindro ( uma vez que as fatias correspondentes da esfera e do cone se
equilibravam com a fatia do cilindro). Como o volume do cone € 1/3 do volume do
cilindro ele concluiu que a propor¢ado entre os trés volumes teria que ser 3 : 2 : 1.

Arquimedes tinha muita consciéncia que a forma com que concebera os resultados
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era mais importante do que prépria prova destes. E interessante transcrever trechos
da introducdo de “O Método”, que € enderecada a Eratdstenes (c.276 — c. 196 AC),
ele também um grande matemadtico (foi quem estimou pela primeira vez a medida da
circunferéncia da Terra) e diretor da biblioteca de Alexandria.

De Arquimedes a Eratostenes

Saudagoes

Acreditei ser oportuno contar-te por escrito ... as caracteristicas de um método se-
gundo o qual serd possivel abordar a investigacdo de certas questoes matemdticas
através da mecanica. Algo que além disto estou convencido que ndo é menos litil que
a demonstragdo dos teoremas.

que pode representar uma contribuicdo ndo pouco proveitosa a investigacdo mate-
madtica, pois suponho que alguns de meus contempordneos ou sucessores chegardo a
encontrar pelo método exposto resultados que ndo me tenham ocorrido.

Estas idéias de Arquimedes foram tdo férteis que inuenciaram o desenvolvimento
do Célculo e, em geral, de grande parte da Matematica como a concebemos hoje .
Destacamos a seguir duas seqiiéncias importantes destas idéias.

Pappus (Alexandria — sec. III DC) em sua “Cole¢ao” (Sinagoga) descreve muitos
dos resultados de Arquimedes e estabelece na mesma linha de pensamento duas novas
proposicdes relacionando volumes e areas de superficies de revolucdo ao centro de
massa ou centroide de £guras (conceito este também utilizado por Arquimedes).

No periodo do Renascimento os trabalhos de Arquimedes sdo reintroduzidos na
Europa. As primeiras tradugdes na Itdlia datam de 1460, estimulam novos desdobra-
mentos e tem uma importancia capital no desenvolvimento de resultados que possi-
bilitardo o advento do Célculo Diferencial e Integral no século XXVII . Um grande
destaque deve ser dado ao que chamamos Escola de Galileu (1564 —1642) na qual
incluimos seus antecessores, contemporaneos e discipulos. Embora Galileu nao seja
conhecido por contribui¢des especifcas e signifcativas em matematica, ele teve um
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papel crucial na disseminagdo e estimulo ao desenvolvimento de conceitos que possi-
bilitaram o advento do Célculo. Em seu “Discorsi € Demonstrazioni Matematiche in
Torno a due Nuove Scienze attenneti alla Mecanica ed ai Movimenti Localli”, 1638,
enaltece a importancia e cita resultados de Arquimedes muitas vezes e menciona em
especial um seus contemporaneo, Luca Valério (1552-1618) como prosseguidor des-
tes resultados. Algo particularmente interessante no livro de Galileu acima citado € a
mengdo cheia de “contornos” que ele faz aos indivisiveis, os quais haviam sido con-
siderados heréticos pelo Concilio de Constanga. O papel da inquisicdo na Itdlia no
possivel tolhimento de outros desenvolvimentos nesta direcao parece pois relevante.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) que foi discipulo de Galileu e professor na
Universidade de Bolonha, também inuenciado por Kepler, assume amplamente os
indivisiveis e estabelece o principio que leva seu nome em 1635 em seu “Geometria
Indivisilibus Continuorum” (Figuras planas de mesma altura e com segmentos trans-
versais correspondentes de mesmo comprimento tem mesma drea . Da mesma forma,
s6lidos de mesma altura com secg¢des transversais de mesma drea tém o mesmo vo-
lume).

O espetacular desenvolvimento da Ciéncia na Europa do século XVII estd asso-
ciado ao grande intercambio e difusdo de idéias. A infuéncia dos trabalhos de Ar-
quimedes e suas continuidades pela Escola de Galileu € notéria e pode ser detectada
por exemplo na grande correspondéncia de Cavalieri com os matemadticos franceses
que induenciaram Leibniz e nos leituras e contatos feitos pelos matematicos ingleses
predecessores de Newton ( Wallis, Barrow e Gregori )

Neste encontro que engloba histéria e tecnologia destacamos a emblemadtica ins-
piragdo que tem sido para nés o Arquimedes de “O Método” e seus seguidores tanto
na concep¢do de Matemadtica como na proposicao de projetos de investigacido pelos
alunos de Calculo, com a utiliza¢do de recursos computacionais.

Ao propormos temas interdisciplinares, a discussao de possibilidades e o estabele-
cimento de conjecturas através da experimentagdo e visualizagdo, que posteriormente
poderdo eventualmente ser provadas estaremos de alguma forma em forte sintonia com
os argumentos arquimedianos.
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Os matematicos suicos Jakob Bernoulli [1654, 1705] e Johann Bernoulli [1667,
1748], irmaos, que mantiveram assidua correspondéncia com Leibniz, foram os seus
primeiros divulgadores. Johann, o mais talentoso, foi professor do Marqués Guil-
laume F. A. de I’'Hospital [1661, 1704], entre 1690 e 1692, a quem teria cedido, por
via de um obscuro acordo, descobertas que seriam usadas na redac¢do do primeiro livro
sobre o célculo infnitesimal, I’Hospital 1696 (Analyse des infniment petits pour
Pintelligence des lignes courbes). Apesar da pendéncia sobre a produgdo intelectual
de resultados contidos neste livro, a realidade é que I’Hospital 1696 da o melhor trata-
mento, até entdo, ao cardter inconsistente das quantidades in£nitesimais. Isto se revela,
imediatamente, na axiomatizacao por ele utilizada.

Tendo o célculo diferencial e integral sobrevivido as criticas iniciais, restava a ta-
refa de consolidé-lo, o que signifcava estabelecer conceitos e principios claros e rigo-
rosos, inclusive para justifcar a existéncia e propriedades dos in£nitésimos, sobre os
quais fora edifcado. Mas isso ndo seria conseguido, pelo menos no prazo desejado
pelos matemadticos do século XVIIL.

Ja com a teoria de limites despontando no horizonte matematico, Augustin-Louis
Cauchy [1789, 1857] faria, sem sucesso, uma das ultimas tentativas da época para con-
seguir essa fundamentacdo, tratando os in£nitésimos ndo mais como quantidades £xas,
mas como varidveis tendendo a um limite, particularmente a zero. Concentrando-se,
entdo, na emergente teoria de limites, Cauchy, em Cauchy 1821 e Cauchy 1826, intro-
duz importantes resultados sobre continuidade e convergéncia de fungdes, bem como
sobre séries, diferenciacdo e integracdo, e em Cauchy 1829 introduz as varidveis com-
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plexas e fun¢des complexas, tornando-se, com isso, o grande precursor do novo cdlculo
diferencial e integral.

Mas os contornos de£nitivos desse novo calculo seriam tragcados por Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass [1815, 1897], com sua aritmetizagdo, através da qual problemas
remanescentes dos trabalhos de Cauchy seriam sanados. Em particular, a Weierstrass
se creditam a de£nicdo rigorosa de limite através dos ¢’s e J’s, e as correspondentes
de£nic¢des de continuidade, diferenciabilidade e outras no¢des a£ns. A publicacdo de
sua extensa obra, pela qual é considerado o pai da moderna andlise, s6 € iniciada, no
entanto, nos ultimos anos de sua vida, mais precisamente em 1894. Entre os poucos
artigos publicados em vida, destaca-se Weierstrass 1854, no qual introduz a teoria
de fungoes abelianas. Foi através de cursos, basicamente, como os ministrados na
Universidade de Berlin, nos periodos de 1859-1860 (Introduction to analysis), e 1860-
1861 (Integral calculus), que divulgou grande parte de seus resultados inéditos sobre
séries, funcdes periddicas, funcdes elipticas, funcdes abelianas, cdlculo de variagdes,
etc. Suas obras completas sdo editadas entre 1894 e 1927 (Weierstrass 1894-1927),
com uma reedicdo em 1967.

Muitos outros grandes matematicos colaborariam, de forma signi£cativa, na cons-
trucdo, aperfeicoamento e consolidacdo do célculo diferencial e integral com base na
teoria de limites, como Carl Friedrich Gauss [1777, 1855], Bernard Placidus J. N. Bol-
zano [1781, 1848], Augustus De Morgan [1806, 1871], George Boole [1815, 1864],
Leopold Kronecker [1823, 1891], Julius W. R. Dedekind [1831, 1916], Georg Can-
tor [1845, 1918], David Hilbert [1862, 1943] e Georg F. B. Riemann [1826, 1866],
entre outros. Destacamos, entre estes, Cantor, com sua teoria do in£nito e resultados
sobre nimeros ordinais e cardinais, indispensdveis tanto para a légica quanto para a
matemadtica contemporanea.

Porém, o retorno - de£nitivo, ao que parece - dos in£nitésimos ao cendrio da ma-
tematica, deve-se a Abraham Robinson [1918, 1974], que em Robinson 1996 (edi¢ao
revisada da primeira edi¢do publicada em 1996) apresenta uma nova teoria para a and-
lise matematica, baseada nos in£nitésimos e com o uso da teoria de modelos, a qual
denomina andlise ndo-standard. Segundo suas palavras, no preficio de Robinson
1996, essa obra foi esbocada em 1960, tendo sido suas idéias iniciais apresentadas,
em novembro do mesmo ano, em semindario realizado na Universidade de Princeton,
nos Estados Unidos, depois, em janeiro de 1961, no encontro anual da Association
for Symbolic Logic, e posteriormente em Robinson 1961 (Non-standard analysis,
Proceedings of the Royal Academy of Sciences of Amsterdam).

Pin 1987 analisa as criticas histéricas ao método das Xuxdes de Newton e, especi-
almente, as idéias de Leibniz, e conclui que a redencao de Leibniz vem, de certo modo,
através de Abraham Robinson, em sua analise nao standard:

El Andlisis no-standard viene a otorgar razon a la intuicion de Leibniz, a legitimar
su instalacion en la aporia y, al tiempo, redimile de ella, a procurar un modelo en el
que dos magnitudes que diferen por una magnitud infnitamente pequeiia son - en el
registro al menos, que interesaba a Leibniz - equiparables entre si, sin que ello excluya
a tal diferencia del concepto propio de magnitud (p.101).
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Trabalhos de l16gicos, matematicos e £l6sofos de vérios paises, em particular do
Brasil, e o crescente interesse da comunidade cientifca internacional pelas 1dgicas
ndo-classicas, notadamente pelas 16gicas paraconsistentes, t€ém contribuido para o ad-
vento de novas teorias baseadas nessas ldgicas — em particular do cdlculo diferencial
paraconsistente -, € a expansao de seus campos de aplicacdo.

Em 1963, Newton Carneiro Affonso da Costa introduz suas hierarquias de célculos
proposicionais paraconsistentes C,, 1<n< w, de célculos de predicados e de calculos
de descricdes (da Costa 1963, 1963“ e 1974).

Da Costa 1986 introduz a teoria paraconsistente de conjuntos CHU;, que tem
como ldgica subjacente o sistema C; de da Costa e € obtida a partir da teoria cldssica
da conjuntos CHU de Church 1974, que estende, por sua vez, a teoria de conjuntos
Zermelo-Fraenkel (ZF).

O sistema CHU; € bastante adequado para o desenvolvimento de teorias matema-
ticas ndo-cldssicas, em particular para a constru¢do de um célculo diferencial paracon-
sistente, como proposto por da Costa.

Mortensen 1995 (Inconsistent mathematics), tendo como 16gicas subjacentes 16gi-
cas paraconsistentes distintas de C;, introduz um célculo diferencial paraconsistente.
O calculo diferencial paraconsistente que estamos desenvolvendo com o estudante de
Doutorado Tadeu F. Carvalho, desenvolvido a partir de principios estabelecidos por
Leibniz e I’Hospital para os in£nitésimos, utiliza o formalismo 16gico e conjuntista de
da Costa, e tem como teoria de conjuntos subjacente a teoria CHU;. Inclui a cons-
trucdo de uma extensao algébrica A para o anel R dos nimeros reais, denominada um
hiperanel, com o acréscimo de elementos inf£nitesimais aos elementos de R; e de uma
outra extensdo algébrica para A, A*, que denominamos um guase anel, que contém,
além dos elementos de A, também elementos in£nitos. Construimos superestruturas
paraconsistentes sobre o hiperanel A, e o quase anel A? - requisitos essenciais para a
introdu¢do de um Teorema de Transferéncia entre o calculo diferencial cldssico e o cél-
culo diferencial paraconsistente, que obtivemos recentemente - utilizamos elementos
da andlise ndo standard, introduzidos por Robinson 1996, Robinson & Zakon 1967
e Stroyan & Luxemburg 1976.

Fora do contexto puramente matemético, como € o caso da fisica qudntica, ha
conjecturas que, em se confrmando, dif£cilmente encontrardo no calculo diferencial
classico o ferramental adequado, ou sufciente, para o tratamento matematico exigido.
Nao € nova esta questdo, como ilustra o trecho abaixo, transcrito de uma mensagem
de Einstein, encaminhada ao Secretdrio da Royal Society, por ocasido do bicentendrio
da morte de Isaac Newton, e que pode ser lida em Pais 1995:

E apenas na Teoria Qudntica que o Método Diferencial de Newton torna -se ina-
dequado, e de fato, a causalidade falha. No entanto, o iiltimo veredicto ainda ndo foi
pronunciado. Possa o espirito do método de Newton dar-nos o poder para restabe-
lecermos a concordancia entre a realidade fisica e a caracteristica mais comum dos
ensinamentos de Newton - a causalidade estrita.
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Resumo O ensino do Cdlculo Diferencial e Integral no século XIX surgiu no
Curso Matemdtico da Real Academia Militar do Rio de Janeiro, em 1810. Desde seu
inicio, apresentou uma forte induéncia da bibliografa francesa, pois em 1812, foi
traduzido para o portugués por Francisco Cordeiro da Silva Torres, docente da refe-
rida academia, a obra Tratado Elementar de Cdlculo Diferencial e Cdlculo Integral
(edicdo de 1802) de Sylvestre Lacroix para ser usado como livro texto. Em 1842, foi
redigida nova obra para o ensino do Cdlculo: Elementos de Cdlculo Diferencial e de
Cdlculo Integral, segundo o sistema de Lacroix para uso da Escola Militar, por José
Saturnino da Costa Pereira, senador do Império e lente da mesma escola. Pretende-
se mostrar como os conceitos bdsicos do Cdlculo como fungdo, limite e derivada sdo
apresentados na obra de José Saturnino da Costa Pereira.
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1. Introducao

De acordo com Dhombres, os historiadores da educagdo tém negligenciado os es-
tudos sobre as relacdes educacionais entre as ciéncias, como ela € produzida e a sua
popularizacao através do ensino. Os primeiros livros de Matemadtica, com contetdos
de Calculo e Geometria Analitica, escritos na Franca visavam a formag¢ao de uma nova
elite constituida por militares, engenheiros e industriais. Foi visando esse publico que
estes livros foram escritos e somente em segundo lugar a preparacao de professores
para as escolas. O surgimento desse manuais desempenhou um papel fundamental
porque de certa forma uniformizou o ensino da Matemdtica. O mesmo ocorreu no
Brasil, que teve na Academia Militar do Rio de Janeiro o centro de formacdo dessa
elite. Nesta institui¢do, os livros-texto franceses tiveram grande repercussdo. Os auto-
res de maior sucesso, na Franga, foram no século X VIII, Etienne Bézout (1730-1783);
Legendre (1757-1833) e Sylvestre Lacroix (1757-1833), no século XIX. Esses auto-
res foram muito lidos também no Brasil. A indicacdo dos livros-texto na carta de
Lei de 1810, que criou a Real Academia Militar no Rio de Janeiro, tornou o uso do
livro-texto obrigatorio, gerando assim uma situacao similar a francesa, que segundo
Dhombres justifca em certa medida o sucesso dos livros de Lacroix, que faziam parte
das listas o£ciais de livros recomendados para as escolas.

Os docentes que se empenharam na dura tarefa de publicar os livros-texto para o
ensino da Matematica, no Brasil, eram pessoas com diferentes atividades e formacao:
engenheiro, militar, escritor, jornalista, politico e educador. Por exemplo, Manoel
Ferreira Aratjo Guimaraes (1777-1838) era escritor, matematico, jornalista, politico
e professor. O visconde de Jerumirim, Francisco Cordeiro da Silva Torres (1775-
1856), dividia suas atengdes e interesses entre a engenharia e o ensino da Matematica,
contribuiu muito para a construcao das principais obras hidraulicas do Rio de Janeiro e
traduziu e publicou em 1812 o primeiro livro-texto de Calculo Diferencial e Integral de
autoria de Lacroix destinado aos alunos da Real Academia Militar do Rio de Janeiro.
Entre os primeiros docentes dessa Academia encontram-se além dos dois nomes ja
citados, José Saturnino da Costa Pereira (1773-1852). Ele permaneceu atuando
nessa Academia varios anos, pois em 1837, encontramos um documento manuscrito,
assinado por ele, em que faz uma anélise dos livros-texto utilizados na Academia. Esse
documento revela que os livros de Lacroix continuavam a serem utilizados bem como
os livros de Legendre para Geometria e Trigonometria. A caréncia de livros para o
Cilculo Diferencial e Integral, inclusive a edi¢do ja esgotada da tradugdo de Lacorix,
deve ter motivado o autor a escrever a obra que foi publicada em 1842, mas que por
“harmonia” deveria continuar a se apoiar na doutrina de Lacroix.
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2. José Saturnino da Costa Pereira

A £m de darmos uma idéia de como os conceitos bdsicos do Célculo Diferencial eram
ensinados nas escolas militares até metade do século XIX, no Brasil, utilizaremos o
livro intitulado “Elementos de Calculo Diferencial e de Célculo Integral segundo o
sistema de Lacroix, para uso da Escola Militar” de José Saturnino da Costa Pereira,
que foi o documento principal de nossa andlise.

José Saturnino da Costa Pereira (1773-1852), nasceu em Sacramento, atual-
mente cidade localizada no Uruguai e bacharelou-se em matematica pela Universidade
de Coimbra. Retornando ao Brasil, exerceu, além da docéncia na Academia Militar,
vérias fungdes publicas: foi o£cial do corpo de engenheiros, pertenceu ao Conselho do
Imperador, foi senador do império pela provincia de Mato Grosso, em 1828, em tornou
Ministro da Guerra em 1837. Traduziu o Tratado Elementar de Mecdanica, de Fran-
couer e, como contribuicdo pessoal, anexou nele doutrinas extraidas de diversas obras
de outros autores como Poncy, Bossut, Marie, etc. Traduziu também muitas obras de
Lacroix. Publicou dezoito livros. Entre eles, uma obra dedicada ao imperador Pedro 11,
intitulada Recreacdo moral e cientifca ou biblioteca da juventude (1834-1839). Foi
um escritor muito ativo, e suas obras abrangem além da Matemadtica diversas dreas:
Logica, Geograta, Astronomia, Otica, Histéria e Literatura.

O livro de Calculo Diferencial possui 133 paginas, ndo contém introdugao, prefacio
ou indice, mas apresenta duas paginas com £guras geométricas. Este livro foi impresso
na Tipografa Nacional, no Rio de Janeiro em 1842. O texto matemdtico ndo nos da
pistas quanto a autores que se apoiou para a redacao do texto, com excessao de Lacroix
que € mencionado no titulo. Mas, teria sido unicamente esse autor? A formacao de
Pereira foi na Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra, que na época
usava principalmente as obras de Bézout e que até 1821 continuava a usar os Elementos
de Euclides como livro-texto para o primeiro ano do curso de matemadtica na Faculdade
de Matematica da Universidade de Coimbra (Actas das Congregacdes da Faculdade de
Matematica (1772-1820), p. 188-189).

Para o autor, o objeto do Célculo Diferencial € a indagacao do limite de uma fun-
cdo. Todavia, esse conceito central para a fundamentacdo do Célculo, que ele pretende
apresentar, ndo é defnido. Ele aparece de forma intuitiva e sem uma notagao propria.

3. Desenvolvimento dos conceitos: limite e coefciente
diferencial

O primeiro conceito apresentado € o de funcio e ele aparece relacionado a idéia de
dependéncia entre varidveis e constantes:
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“A palavra fun¢ao denota a dependéncia que uma quantidade tem de outras, e que
pode exprimir-se por equacdes; assim se diz que u € funcdo de x, quando se pode ter
uma equacdo em que se exprima a dependéncia que u tem de x; de maneira que , das
mudancas dos valores de x, resultem as que devem ter os valores de u. Exprime-se que
u é fun¢do de x pela forma u=f(x)” (Pereira, 1842, p. 1).

A inruéncia de Sylvestre Lacroix (1765-1843), autor francés de livros-texto que se
popularizou na Franca no século XIX, € visivel na formulacio que Pereira apresenta.

Interessante é a maneira como ele introduz o conceito de limite. A partir de um
exemplo de uma fungdo linear ele comega suas consideracdes:

Seja a fung¢do u= ax, h um aumento que recebe x. Dai surge uma nova fungdo

. Va . . . /7
u’=ax+ah. Fazendo a diferenga entre u e u” e ap6s dividindo por h tem-se “—*

“O limite da relagdo L;“ ¢ o valor que esta relacdo se aproxima a medida que
diminue a quantidade h, de que podemos aproximar quanto quisermos” (p. 3).

Nenhum questionamento sobre a existéncia do limite é feito, da mesma forma em
Lacroix.

Os termos aproximar-se, desvanecer eram usados livremente, sem qualquer melin-
dre por Pereira e antes dele por Lacroix. Pereira diz que “Quando os crescimentos
de uma funcdo e da varidvel, de que ela depende diminuem ao mesmo tempo, sua
relacdo ndo se desvanece, mas tende a um limite de que se aproxima por graus, e
existe entre esse limite e a fungdo, de que ele deriva, uma dependéncia mutua, que
se determina uma pela outra reciprocamente (1842, p. 5)”. Essa aproximacio por
graus nio € comentada, assim como ndo se encontra nenhuma explicacdo para a ex-
pressdo “...quantidades suscetiveis de se desvanecerem ao mesmo tempo, depois de
terem passado por todos os graus de pequenez” (p. 9). Pereira ndao menciona o termo
“in£nitamente pequeno”, seguindo a tradicao de Lacroix, que apenas em curta nota de
rodapé faz referéncia a quantidades in£nitamente pequenas (*“. . . .€ sobre esse principio
que Leibniz fundou o cédlculo diferencial, considerando as diferencas como diferengas
infnitamente pequenas” (Lacroix, p.6).

O autor ndo aborda a questdao da continuidade. O estudo da diferenciabilidade é
feito junto com limites.

Para introduzir o conceito de diferencial, o autor vale-se de um exemplo:

Se u = ax? entdo v’ = ax® + 3ax®h + 3axh® + ah’.

Donde vem, v’ — u = 3ax?h + 3axh? + ah®

O primeiro termo de u’-u, isto é, 3ax?h tem o nome de diferencial, com a nota¢io
du, assim

= Q.

du = 3ax’h.
Passando ao limite, deve-se dividir esta equacdo por h, mas antes substituindo a quan-
tidade h por dx, isto €, du = 3ax*dx dai, apds a divisdo tem-se:
du
dx
A primeira expressdo du = 3ax?dx chama-se diferencial e a segunda expressio Z—Z =
3ax? chama-se coefciente diferencial.

= 3az?
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Ap0s esse exemplo, introduz a de£nicao de coefciente diferencial:

“O limite da relacdo dos crescimentos, ou o coe£ciente diferencial, se obtem divi-
dindo a diferencial da funcdo pela diferencial da varidvel; e reciprocamente, obtem-se
a diferencial da funcdo multiplicando o coefciente diferencial pela diferencial da va-
ridvel” (p. 6).

Essa passagem ao limite € ainda algo misterioso. O limite ainda ndo é um con-
ceito matematico independente, com uma de£nic¢ao propria, mas € algo sugerido pela
intui¢ao, a medida que h se aproxima de zero, a relacao % aproxima-se de um valor,
chamado o limite da relacdo. O limite € um valor e parece que sempre existe.

Lacroix e seu seguidor Pereira assumiram a tradicdo de Leibniz que utilizou o
termo coe£ciente diferencial para a derivada. Felix Klein criticou a notagcao de Leib-
niz % para a derivada, bem como o termo coefciente diferencial porque a notacao
sugere que procedeu-se a um quociente de diferencas, mas ndo se estd pensando em g—g
como um quociente no qual dy e dx tenham uma signi£cagdo prépria e independente.
Na visdo formalista de Leibniz, era completamente indiferente o signifcado real que
pudessem ter as diferenciais, ou mesmo que nao tivessem nenhum signif£cado, o que
importava mesmo eram as operacdes com aquelas magnitudes que chegavam sempre
a rsultados corretos.

Nao ha exercicios propostos, nem exemplos numéricos em todo o texto. Nao apa-
rece o conceito de continuidade explicitamente. Apds apresentar a diferenciacdo de
funcdes de uma varidvel, diferenciagdes sucessivas, diferenciacdo das funcdes trans-
cendentes e diferenciacdo a duas varidveis, o autor mostra como o conceito de coe£ci-
ente diferencial se aplica a teoria das curvas.

4. Consideracoes £nais

A introdugdo do Célculo Diferencial e Integral como disciplina do Curso Matema-
tico da Academia Militar do Rio de Janeiro e posteriormente na Escola Central, seguiu
uma trajetéria um pouco diferente daquela da Faculdade de Matemética da Universi-
dade de Coimbra, fundada em 1772, que orientou-se fortemente nos livros de Bézout.
Segundo relatério do reitor, Francisco Lemos, de 1777, o livro adotado para a dis-
ciplina do segundo ano (Calculo Diferencial e Integral) era o compéndio de Bézout.
E ainda nos diz Franscisco Gomes Teixeira (1851-1933), matemético portugués, que
foi José Monteiro da Rocha, um dos primeiros docentes de matematica da referida
faculdade que traduziu os “Elements d’Analyse mathématique” de Bézout e que esta
foi publicada em edi¢des de 1775, 1785 e 1812 (Teixeira, 1934, p. 229). Embora os
primeiros docentes do curso matemdtico da Real Academia Militar no Rio de Janeiro
tenham obtido sua formacao quase que exclusivamente em Portugal, e portanto tenham
estudado pelos livros de Bézout, eles ndo trouxeram esta tendéncia para o ensino na
Academia Militar. As traducdes dos livros de Lacroix, bem como o livro de Satur-
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nino Pereira que segue o modelo de Lacroix foram os livros adotados na Academia. O
conceito de derivada introduzido nesses livros ainda nio apresentava uma fundamen-
tacdo adequada. O mesmo pode-se dizer a respeito dos conceitos de fun¢ado, limite e
continuidade. Relativamente as regras de derivacdo ndo havia nenhuma dif£culdade na
sua demonstracdo e utiza¢do. Percebe-se que Lacroix e seus seguidores foram inxu-
enciados por Lagrange, preferindo utilizar sua linguagem, e tratando o cdlculo o mais
algebricamente possivel. Os infnitamente pequenos nao sdo abordados e a derivada
¢ entendida como um coe£ciente diferencial, sendo para isso adotada a notacio de
Leibniz 2.

Estamos conscientes de que € necessdrio que as pesquisas sobre esse tema se am-
pliem para que possamos falar com mais profundidade do real ensino da Matematica
nas escolas militares e de engenharia, no século XIX. Usamos como referencial os

livros didaticos, que é um dos parametros do ensino, mas nao € certamente o tinico.
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Consideragdes de pesquisas recentes sobre o papel da tecnologia na Educacdo Ma-
temdtica t€ém destacado a importancia de contemplar as complexas inter-relacdes entre
todos os elementos do sistemas de aprendizagem integrando tecnologia. Estes ele-
mentos incluem, entre outros: o dominio matematico e sua estrutura epistemoldgica;
os recursos trazidos pelos aprendizes; as possibilidades e limites da prépria tecnolo-
gia; a estruturacdo didatico-pedagégica dos sistemas de aprendizagem pelo professor
no contexto de uma dada instituicdo. Em geral, embora com reconhecida importancia,
a infuéncia deste ultimo elemento na construcio de signifcados matemadticos pelos
aprendizes nao tem sido documentada de forma tdo extensiva como os demais. Nesta
contribui¢do, pretendemos, baseados em duas pesquisas — uma envolvendo a modali-
dade presencial e a outra a distdncia — abordar aspectos que ampliam os questionamen-
tos sobre a mediacao do professor em ambientes informatizados. Mais precisamente,
para estudar como as intervengdes do professor podem infuenciar nas interagdes dos
aprendizes com no¢des matemdticas, buscamos comparar duas abordagens instrucio-
nais. Tais abordagens foram desenvolvidas com base em uma importante diferenca
entre perspectivas construtivistas e aquelas apoiadas na ideologia sociocultural. A pri-
meira — £lling-outwards (FO) — enfatiza um Xuxo no qual conhecimentos pessoais
evoluem gradualmente na dire¢do de saberes institucionalizados. A segunda — £1ling-
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inwards — € caraterizada por um Xuxo na direcao contrdria, de saberes institucionali-
zados para conhecimentos individuais.

Os resultados obtidos quando esta comparagdo se realiza em um sistema presencial
sugerem que a mediacdo do professor acontece de forma inter-relacionada as particu-
laridades das ferramentas tecnoldgicas disponiveis — alguns exemplos serdo apresenta-
dos para ilustrar estas relacoes. No caso de sistemas a distdncia, a questao nao € apenas
como diferentes abordagens interferem nos signi£cados construidos pelos aprendizes,
mas também se as ferramentas disponiveis possibilitam, para todos os participantes,
formas de expressar seus conhecimentos no processo de evolucao destes.
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Resumo  Apresento algumas idéias em defesa da conveniéncia social de in-
tensifcar a difusdo da matemdtica, a partir do seu ensino, como forma de capacitar
os cidaddos a lidar com questoes complexas e a contribuir com o aprofundamento da
democracia. Inicio redetindo sobre a génese da matemdtica através da abstracdo e
da honestidade metodologica (rigor). Em seguida considero a questdo da relagcdao da
matemdtica com a sociedade através do mercado, da informagdo, do aprofundamento
da democracia e da pesquisa. Justifco a natureza impar da investigacdo baseada em
modelos matemdticos e por £m concluo que a sociedade contempordnea deve apoiar
o ensino de matemdtica, com vistas ao seu aperfeicoamento.

Palavras-chave Ensino de matemdtica, sociedade contempordnea, informacdo,
mercado, democracia, modelos matemdticos, pesquisa.

“O objetivo £nal de uma aula deveria ser formar futuros

pesquisadores, e ndo decoradores de matéria.”
Stephen Kanitz, 2003.

“...a verdadeira e inexpugndvel gloria de Deus comega onde termina a linguagem.”
Luis Fernando Verissimo, 2003.
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1. Abstracao

1.1 Linguagem

Corro rapido, tropeco, estou caindo. Meus bracos se lancam para a frente para
amparar 0 meu corpo € minimizar o trauma da queda. Nenhuma palavra foi dita e
ainda assim hd uma mobilizacdo dos bragos e maos para a prote¢do do meu eu total.
Sou um sistema integrado e cooperativo de monitoramento sensorial, comunicac¢ao
efciente e pronta atuacao.

Registro impressdes: coloco a mao na dgua o que me provoca sensagdes — quente,
agraddvel, fria. Aprendo e me recordo. Palavras ndo as uso.

E palavras, para qué? Os seres humanos se organizam em sociedade e é vantajoso
se comunicarem. Essa comunicacio nao € interna (dentro de algum eu), pré-existente,
e tem que ser construida — a linguagem surge. Esta serve para disseminar as in-
formacdes do presente e combinar as agdes do futuro. A partir dela, se relatam as
experiéncias e as vivéncias que sdo repassadas como memdria coletiva. A gldria da
sociedade comeca na linguagem.

As palavras — sons imprecisos conectados a uma abstracdo — nomeiam e subs-
tituem as coisas. As palavras comeg¢am a se relacionar e surge a no¢do de modelo
(verbal) que se espelha na realidade. Devido a constancia do uso e a busca da honesti-
dade na linguagem, ter chegado a matematica foi um passo.

1.2 Agnal, o que é abstracao?

H4 uns anos atrds, para se pagar uma conta em um banco, tinha-se que escolher um
caixa. Que escolha dificil. Se eu escolhesse a £la ‘errada’ £cava muito mais tempo do
que se tivesse ido para a £la do caixa ao lado, a ‘certa’, que diminuia rapidamente. Era
tal qual o que acontece ainda hoje em supermercados.

A introdugdo da £la tnica foi um avango. Nio sei quem teve a idéia, mas julgo que
tem a aceitacdo da maioria das pessoas. Inicialmente, a organizacdo e manutengio da
£la tnica era proporcionada por postes de 0,80m de altura e cordas interligadas. Mas
o brasileiro € ‘matemaético’, adora economia, ‘logo’ adora abstragdes e pintou a £la
unica no chdo. Substituiu a materialidade da £la unica pela sua esséncia l6gica — €
genial, é abstracdo, no fundo isso € matematica.

1.3 Uma otimizacao invisivel

E possivel que a forma primitiva de contagem fosse um procedimento nao-lingiiistico
em que se estabelecesse uma relagdo biunivoca entre dois conjuntos materiais. Por
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exemplo, contava-se o nimero de integrantes de uma tribo estabelecendo-se uma cor-
respondéncia biunivoca entre estes e os dedos das maos e dos pés de um individuo —
deve ser por isto que as palavras digito e dedo t€ém a mesma raiz.

A forma primitiva de contar seria um complicador nos processos de troca. Empa-
relhar dois a dois vdrios jarros de azeite e galinhas para realizar uma grande troca seria
um tanto inconveniente.

De tanto o processo de contagem primitivo ser repetido em tempos remotos, sua
esséncia foi abstraida introduzindo-se o conceito de nimero: o processo de contagem
de elementos de um conjunto de objetos materiais passa a ser o estabelecimento de uma
correspondéncia biunivoca entre o dito conjunto € um conjunto abstrato, o conjunto
dos niimeros naturais, IN = {1,2,3,4,...}.

Desta forma, o processo de contagem moderno, que utiliza o conjunto dos nimeros
naturais, € um modelo matemdtico (lingiiistico) do processo de contagem primitivo
(material).

H4 indicios que levam a crer que o grau de conhecimento dos ndimeros que 0s
povos primitivos tinham estaria em relacdo direta com as condi¢cdes econdmicas dos
mesmos: quanto mais intensas e freqiientes eram as trocas comerciais entre tribos pri-
mitivas, maior era o conhecimento que detinham dos nimeros [1]. Ora, se por um lado
o volume de trocas comerciais propiciam o surgimento, matura¢io ou consolidacdo da
no¢do de nimero, por outro lado, a posse desta ferramenta ‘lubrifca a maquina’ ao
permitir uma maior agilidade nas trocas comerciais.

Uma observagdo chave aqui é que a nocio de nimero vem no sentido de otimizar
as trocas comerciais porque torna efciente um dos processos subjacentes a troca, o
processo de contagem.

Este € um aspecto sutil e de rara apreciacdo do qual a sociedade deveria estar
ciente: através da abstracdo de procedimentos materiais (um jogo que a matematica
pratica bem), a matemadtica é capaz de imprimir uma otimizagdo fantéstica, por vezes
imperceptivel, em diferentes situacdes. Nao € a toa, claro, que a matemética tem uma
tradi¢do de varios milénios.

2. Argumentacao

2.1 Distin¢cao fundamental: o todo e a parte

Reconheco-me, separo-me do todo, sou uma parte — existo! (Claro: Penso, logo
existo). Reconhego outras partes e partes de partes. E uma parte com partes reconhego
como um todo. Além disso, sou capaz de falar sobre isso. Vou da matéria a linguagem
(e logo, logo chego a matematica).
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2.2 Método axiomatico

A matematica, além da abstracdo de particularidades de objetos, também se de-
bruga sobre formas de argumentacio, procedimentos formais considerados corretos
para se chegar a conclusdes [8]. Uma forma de argumentagao introduzida por Aristo-
teles € o silogismo, ilustrado aqui por um exemplo clédssico: sabendo-se que Sécrates
¢ um homem e que todos os homens sdo mortais, conclui-se que Sdcrates € mortal.

A nogdo de silogismo tem um andlogo natural, material, que a precede e a motiva.
A matemadtica imita (abstrai) as relacdes do mundo sensorial. Materialmente, uma
parte de uma parte de um todo € uma parte desse todo — reconheco isto — e este fato
se consubstancia na linguagem como um silogismo. Sécrates € uma parte dos homens
que por sua vez € uma parte dos mortais, o todo, e assim, Sécrates € uma parte do todo,
isto €, dos mortais.

Considero um outro exemplo de como o mundo material in®uencia (através da
abstracdo) o ‘mundo das idéias de Platio’ — o mundo da linguagem precisa e dos
métodos de argumentacao honestos. Uma £leira de dominds colocados em pé e pro-
ximos uns aos outros de forma que a queda de um provoque a queda do outro é um
exemplo material do qual o principio de indu¢cdo matematica € um modelo (lingiiistico,
abstrato).

A partir de uma postura de questionamento sem tréguas, profunda honestidade me-
todoldgica e busca de rigor, os gregos chegaram ao método axiomdtico, formato ainda
hoje aceito de apresentacdo de teorias matemadticas. Partindo de conceitos primitivos
ndo defnidos e axiomas (afrmagdes assumidas verdadeiras) constréem-se, por pro-
cedimentos simbdlicos — procedimentos de argumenta¢do, como, por exemplo, os
silogismos — outras afrmagdes verdadeiras ou teoremas.

A matematica lida com processos de deducdo (de conclusdes) — processos for-
mais — a partir de premissas aceitas como verdadeiras (axiomas). Essas premissas
procuram retratar algum aspecto da realidade. Se a adequac@o do processo formal
de deducdo € aceito, a correcdo de uma deducdo pode ser verifcada mecanicamente.
Quando a conclusdo se choca com a realidade que se procura verbalizar através da
matematica, o que se questiona sdo as premissas. Este processo de modelamento € um
exercicio de raciocinio muito util em situacdes préticas.

3. Vida em sociedade

3.1 Mercado

Um dos mecanismos de desenvolvimento das sociedades € a troca. A troca pode
ser vista como um meio pratico, expedito, de facilitar (intermediar) a cooperagdo na
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sociedade. Troca-se o milho colhido pelo fornecimento de dgua, pela manutencao da
segurancga ou pelo acesso a educacdo, etc.

A frase da Sears Roebuck ‘Satisfacdo garantida ou o seu dinheiro de volta’ enun-
cia de forma simples — denuncia — uma compreensdo admirdvel de que uma troca
tem que ser boa para os envolvidos. Expressa um principio bésico da vida em uma
sociedade democrética: tem que ser igual para todos.

Para se realizar trocas justas, que s6 € possivel com compreensdo de causa, recorre-
se a conceitos matematicos. As vezes contam-se os objetos alvo da troca, ou quem
sabe determina-se a sua area, ou o seu volume, etc. Estes sdo conceitos abstratos,
matematicos. Quanto mais sofsticado o produto (por exemplo, um palm-top, uma
hora de acesso a Internet) mais

complexas sdo as medidas adequadas para aprecar, de forma justa, o bem a ser
trocado. Para o consumidor (ou a nacdo) interagir conscientemente com o mercado —
de produtos cada vez mais complexos — precisa de matematica.

3.2 Informacao e compreensao

Um conceito importante para entender informacgdo € que esta pode ser dada por
extensdo — através de um banco de dados (BD) — ou por compreensdo — através de
um modelo matematico. Para ilustrar este ponto, assuma que lido com informacdes
referentes ao preco de ampliacao de fotografas coloridas.

Por extensdo digo que 1 ampliacdo custa 5 unidades monetarias (u.m.), 2 amplia-
coes custam 10 u.m., 3 amplia¢gdes custam 15 u.m., e assim por diante até, va 14, 100
ampliacdes custam 500 u.m.. Denoto por C,, o preco de n ampliacdes. O BD! é dado
abaixo:

e BD (extensao)

nol[t]2]3]4|5]|6]|7]
C,O[5]10]15]20 253035

Por compreensio, digo que o preco de n ampliacdes € 5 X n u.m.,comn € IN e
tenho um modelo descritivo (‘cinematico’):
e Modelo descritivo (compreensao)

C, = dxn, n=0,1,2,3,...

Sao claras algumas vantagens da informacao ser dada por um modelo matemaético
em comparacdo com um BD:
1. Usando o BD, para se obter o valor de um certo nimero de ampliacdes, ha que
realizar uma busca no BD, que pode ser demorada. J4 usando o modelo matemético
hd apenas que se realizar uma conta simples.
2. O BD pode, potencialmente, ocupar muito espaco de memoria ao passo que o
modelo matematico ocupa um espago muito reduzido.

'Sempre o vemos em lojas de fotocépias.
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A diferenca essencial entre 0 BD e o modelo descritivo consiste na forma distinta
de apresentar uma funcao: através de uma tabela (informacao por extensdo — BD) ou
através de uma expressao analitica, (informacdo por compreensdo — modelo descri-
tivo).

Agora, considero a contribui¢io de Newton: modelos causais? (‘dindmicos’) que
capturam a informag¢do também por compreensao.

Modelos descritivos, grosso modo, tratam de responder a perguntas do tipo: — O
que aconteceu? (‘What’). J4 modelos causais se concentram em: — Como aconte-
ceu? (‘How’). Neste caso, o modelo causal adequado traduz como o preco de n + 1
ampliagdes € obtido, a partir de informagao prévia:

e Modelo causal (compreensao)

Cos1 = Cpn+5, n=0,1,2,3,...
Co = 0

Este exemplo é muito simples, mas quero frisar que o modelo causal é conceitual-
mente mais sofsticado que o modelo descritivo e este mais so£sticado que o modelo
BD. De fato, todos os trés modelos que apresentei estao conectados: a solucao do mo-
delo causal € dada analiticamente pelo modelo descritivo e explicitamente pelo BD.

Em suma, o modelo matematico € capaz de comprimir/compactar informacao de
forma nao-trivial porque a compreende. Essa é uma diferencga crucial em se lidar com
informacao usando modelos matematicos ou nao.

Em uma sociedade cada vez mais conectada através de canais de informacdo, ha
que prover os cidaddos com ferramentas adequadas para que possam compreender a
informacao.

3.3 Planejamento

A matemadtica imita o tempo e gera cendrios a partir de modelos, gera o futuro
e surge o planejamento — uma escolha, quem sabe 6tima — pela abstracdo, pela
linguagem. A sociedade ganha.

3.4 A matematica é democratica?

Em torno de 2000 a.C. os egipcios ja possuiam certas no¢des de matematica. Para
fazer um angulo reto — util na constru¢do de piramides — os arquitetos amarravam
12 segmentos de corda (segmentos basicos) de mesmo tamanho, de sorte a fazer uma
curva fechada. Ao forcar que essa curva fechada £casse na forma de trés segmentos

20 modelo causal, no caso da astronomia, envolve a 2¢ lei de Newton e a lei da atragio gravitacional.
J4 o modelo descritivo é constituido pelas leis de Kepler e o BD € devido a Tycho Brahe.

3A pergunta — Por que aconteceu? (‘Why’), Newton a desviou da atencdo dos cientistas por crer
ser esta um empecilho ao entendimento cientifco, [3].
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de reta interligados com comprimentos 3, 4 e 5 segmentos basicos, o angulo oposto ao
segmento de tamanho 5 seria reto.

Nao h4 evidéncias que eles soubessem demonstrar os resultados matematicos que
conheciam, antes pelo contrario. Por exemplo, uma descri¢do algoritmica de como
determinar o volume de uma piramide truncada termina com a seguinte ‘justifcativa’
da validade do procedimento: ‘Vocé encontrard o resultado certo’ [2]. Isto parece
indicar uma abordagem dogmatica da matematica em uma sociedade autoritaria como
foi o Egito dos faraés em que os habitantes eram condicionados a uma obediéncia
inquestiondvel aos governantes.

O formato atual de apresentag@o das teorias cientifcas —o método axiomatico —
em particular e mais fortemente da matematica, é profundamente democritico. E pas-
sivel de entendimento por todos. As regras sdo claras, as dedugdes compreensiveis. A
familiaridade com essa forma de argumentagdo traz vantagens ao praticante. Capacita-
0 a evitar argumentos falaciosos, demagdgicos. Passa a compreender que muitas das
discordias que individuos mantém acaloradamente, quando honestas, baseiam-se no
fato que aqueles atribuem signifcado diferente a palavras iguais ou signifcado igual a
palavras diferentes.

Que sociedade que pode prescindir de individuos capazes de entender se uma ques-
tao € semantica ou sintdtica? A matematica é um exercicio que ajuda a perceber essa
disting¢do.

A matematica € assim um instrumento poderoso de questionamento que permite
um entendimento profundo de regras e suas conseqiiéncias. Todos temos vivéncias
que mostram que qualquer pessoa pode aprender matematica quando t€ém acesso a
instru¢do matematica de alta qualidade. O dominio de sua técnica torna o individuo
mais apto a cidadania plena e a ter uma postura mais democratica.

4. Investigacao assistida por matematica

“ — Arquimedes, esta coroa é de ouro?”

“(...) to £nd a shape of a bell by means of the sounds which it is capable of sending
out.”
Sir A. Shuster, 1882.

“Can one hear the shape of a drum?”
Marc Kac, 1966.

Decerto todos nés ja nos deparamos com a resolucdo de problemas, mas talvez
nao de um ponto de vista matemadtico. Criancas adoram resolver problemas. “O que
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é 0 que é que atravessa o rio e nio se molha?” in Rocha (1987)*, [6]. Elas adoram a
ambigiiidade inerente aos problemas, uma das quais € que estes, geralmente, parecem
admitir mais do que uma ou nenhuma resposta. Isso também fascina pesquisadores.

Abordo aqui, utilizando um exemplo bastante elementar, o caricter tinico € mais
abrangente, da investigacdo assistida por matemdtica — da modelagem matemadtica,
[7] O exemplo proposto talvez seja simples demais: seria importante construir um
exemplo mais complexo para que a relevancia da modelagem matematica pudesse ser
mais bem compreendida, até mesmo pelos matematicos.

Procuro enfatizar a necessidade do ensino de matematica levar em conta a visao de
modelar. Apresento esta interface entre a matematica e suas aplicacoes, a modelagem,
usando um exemplo em Algebra Linear, e contrasto os assim chamados problemas
direto e inverso.

4.1 Modelos

Considero um determinado sistema e quero estudar sua fenomenologia, seu com-
portamento. Penso o sistema como se fosse uma caixa preta cujo mecanismo in-
terno desconhecgo, e que a um estimulo (entrada/input), responde com uma reacdo
(saida/output).

Meu objetivo € prever o comportamento da caixa (sistema) em diferentes situagdes.
Assim, em particular, gostaria de responder as seguintes perguntas:

P: Dado um estimulo qualquer, antecipe a reacgio correspondente;
P5: Conhecida a reacdo, determine que estimulo a provocou.

Qualquer pensador, observador, ja se deparou com perguntas desta natureza. Quanto
este aumento de saldrio diminuird os atritos familiares? O que provocou a greve? etc.

N3ao estou, no entanto, interessado em previsdes de natureza genérica, mas apenas
naquelas baseadas em descricoes cientifcas do comportamento da caixa preta. Para
tanto, associo a situagdo real, um modelo fisico e um modelo matemaético e farei previ-
sOes obtidas a partir deste. Quero explicitar a contribui¢do do ‘olhar’ matematico. Ele
ndo exclui outras visdes, ele complementa.

Por modelo fisico entendo uma descricdo dos fendmenos envolvidos utilizando
conceitos como por exemplo, massa, energia, momento, carga, e transferéncias destes,
etc. Em qualquer 4rea de estudo haverao conceitos fundamentais no qual seu discurso
é realizado. A esses conceitos continuo a chamar, por abuso de linguagem, de modelo
fisico.

Por modelo matemadtico, entendo qualquer tipo de objeto matemdtico, como por
exemplo um conjunto com uma relagdo de equivaléncia, uma funcdo, um espaco ve-
torial, um grupo, uma cadeia de Markov, uma rede neural, um sistema de equacdes
diferenciais parciais ndo-lineares, etc.

4A ponte, a sombra, ...
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A metodologia que me guia na determinacdo de um modelo, aqui chamada de
modelagem, nada mais € do que o método cientifco, que apresento devidamente orna-
mentado por um jargdo ‘modernizante’.

Nas situacdes praticas reais busca-se escolher ou desenvolver um modelo matema-
tico que melhor descreva o modelo fisico adotado, desde que ndo entre em contradicoes
com a situagdo real ou que nao se desvie muito dos fendmenos envolvidos.

4.2 Detetive em acao: observar o ‘rastro’ do crime

Se quiser desvendar um crime, isto € prever o comportamento das pessoas em de-
terminada situacdo, um detetive deve procurar tragar um cuidadoso per£l das pessoas
e conhecer tanto quanto possivel o episddio e as circunstancias. Assim, deve ter em
mente varios elementos do acontecimento, dos seus antecedentes, € dos seus desdo-
bramentos, procurando buscar informagdo onde ela esteja disponivel, o que, sensata-
mente, inclui o local do crime. Ele deverd observar, e experimentar (no sentido de
fazer perguntas e analisar as respostas de pessoas relacionadas ao crime), e colecionar
esse conhecimento factual.

Analogamente, devo ganhar intuicdo sobre o comportamento da caixa preta, e para
tal inicio a etapa observacional e experimental do projeto. Aplico diferentes estimulos
a caixa preta e anoto as respectivas reacoes.

Prossigo organizando os dados experimentais, de forma a prepard-los para a ana-
lise, formando o banco de dados real ou experimental. Isto é critico posto que a forma
de organizar real¢a determinados aspectos em detrimento de outros. Entre as diferentes
formas de representar informacgdo tem-se as tabelas, os diagramas, e os grafcos.

E possivel também montar um catdlogo dos estimulos possiveis, bem como um
outro das reagdes imagindveis.

Uma das vantagens que a construcao de um modelo matematico da situagdo traz é
poder responder as perguntas P; e P, formuladas anteriormente, bem como a outras
perguntas que porventura surjam, sem a todo 0 momento recorrer a experimentacao.
S6 pode pensar assim quem teve acesso ao aprendizado de matematica.

Por outro lado, o BD permite uma resposta a algumas perguntas e muitas pessoas
£cariam satisfeitas com esse modo de resolver as questdes. Entdo, porque construir
um modelo matematico da situacdo? Entre os varios motivos possiveis, apresento trés:

1. uma vez em posse de um modelo matematico da situacdo, € possivel calcular-se
baseado neste, candidatos a resposta para uma gama mais ampla de valores do
estimulo. Fica assim a disposi¢do um ambiente natural no qual diversos cendrios
e hipéteses podem ser gerados e testados rapidamente;

2. uma vantagem que se sobressai na modelagem matematica, € a compactagdo da
informacdo como jd comentado na se¢do anterior. De fato, a partir do modelo,
£cam evidenciadas estruturas adicionais no banco de dados, e essa informagao é
sufciente para substituir por¢des vastas deste mesmo banco, resultando efetiva-
mente numa compactagao, e isto signi£ca compreensao;
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3. é possivel dar-se um salto enorme em compreensao do fendmeno estudado atra-
vés da constru¢do de um modelo causal’.

4.3 A arte da abstracao: caracterizacao do modelo

Devo escolher um modelo adequado a situacdo e a este processo denomino de
caracterizacdo do modelo. Ressalto que este processo ndo € uma aplicacdo da ma-
tematica (ndo € a mera execugdo de um algoritmo); € sim, uma atividade inteligente,
uma arte, que demanda uma educada sensibilidade para a sua melhor execu¢do. De
fato € isto tdo verdadeiro, que, por vezes, nas situacdes mais sofsticadas ou novas, a
etapa de caracterizacdo pode necessitar o desenvolvimento de estruturas matemaéticas
ainda inexistentes.

Para caracterizar o modelo posso, por exemplo, me engajar em uma andlise

exploratoria de dados, onde os ‘contemplo’ e inicio a formulagdo de relagdes sim-
ples entre os mesmos.

Para £car mais claro, retorno ao exemplo. Assuma que tanto o estimulo quanto a
reacdo possam ser quanti£cados/descritos cada um deles por trés medi¢des que cole-
ciono em vetores, o vetor sinal de entrada, x = (x1,x2,23)" € IR3, e o vetor sinal de
saida,

y = (y1,%2,93)" € IR®.

Evidentemente que descrever os sinais de entrada e saida como elementos de IR?
faz parte da etapa de caracteriza¢do®. A construcdo de tabelas relacionando esses dados
se constitui essencialmente no tipo de modelo mais simples, o modelo BD.

Uma andlise exploratéria de dados pode sugerir adotar como razodveis as seguintes
hipéteses adicionais sobre o funcionamento da caixa preta:

H, : Repetindo-se diversas vezes o mesmo sinal de entrada, o mesmo sinal de saida
se consuma;

H, : Se o sinal de entrada for ampliado « vezes, ao sair pela caixa preta permanecera
ampliado pelo mesmo fator;

Hs : Ao somar dois sinais na entrada, o sinal de saida sera a soma dos sinais de saida
de cada um dos sinais quando entrados individualmente.

Estas hip6teses encerram um exemplo de um modelo fisico da situagdo real.

Matematicamente, a primeira hipdtese signifca que a atribui¢do entrada — saida
€ uma func¢do, que denoto por F e denomino-a funcdo comportamento da caixa preta.
J4 as segunda e terceira hipdteses essencialmente caracterizam JF como sendo uma
funcdo linear.

SFoi isso efetivamente que ocorreu com a astronomia a partir da contribui¢io de Newton.

®Note a natureza nio seqiiencial da modelagem. Antes mesmo de comegar a anotar resultados
experimentais, que tratei acima na montagem do BD espelhando-me na atividade de um detetive, ja
deveria ter comecado a caracterizar o modelo!
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Assim, a ado¢do destas hipoteses permite a obtencao de um modelo mais so£sti-
cado do que o BD, um modelo descritivo.

Valendo as hipéteses, organizar os dados consoante serem dados de estimulo ou
de reacdo, conforme sugeri antes, corresponderia, respectivamente, a construcao do
dominio e do contradominio da fun¢do comportamento da caixa preta.

No exemplo, a caracterizagdo do modelo € £nalizada assim que especif£co que o
modelo matemédtico do comportamento da caixa preta € uma funcao e que ela € linear.

4.4 Processamento de dados: identi£cacao do modelo

Sei que o modelo da caixa é uma funcao linear, mas desconheco qual delas é. De
qualquer forma, se o estimulo é denotado por & € IR?, a resposta F () serd dada pelo
produto Az € IR3, onde A é uma matriz 3 x 3, que desconheco.

Estamos entdo em condi¢des de de£nir uma terceira pergunta (que nao € tao fun-
damental como as outras duas, mas que € instrumental na resposta aquelas):

P5: A partir de um conjunto de dados, determine a matriz A.

Neste exemplo, a identifcacdo do modelo € tdo somente a obtengdo de A, ou pelo
menos a obtencao de uma aproximagdo da mesma. Diz-se também que € a resolugdo
do problema inverso’.

No exemplo considerado, ¢ muito fécil identifcar o modelo. Assuma conheci-
dos os valores das reagdes aos estimulos {e;, es, e3}, a base candnica de IR3. Isto é,

digamos que temos a informagao contida no seguinte banco de dados ideal
Fle) = a1, Fles)=az, F(e;)=as. (45.1)

Entdo, as colunas da matriz A sdo formadas pelas imagens dos vetores e, F(e;), para
7 =1,2,3,isto é:

| | | .
A = F(€1> f(eg) F(€3> = a; as as . (452)

Se a Eq. (B5.1)) for conhecida, vé-se, pela Eq. (#5.2)), que a resposta a pergunta Ps
€ mais do que automadtica. Nao € assim, no entanto, que se responde a essa pergunta na
pratica. O contato entre 0 modelo matematico e a realidade (intermediado pelo modelo
fisico e pelos dados experimentais), ou seja, a introdu¢do da realidade no modelo dé-
se precisamente com a resposta a pergunta Ps, a partir de um banco de dados real
e grande, proveniente de medi¢des, com toda a ambigiiidade que dai advenha, isto
€, com todas as contradi¢des entre os dados experimentais e as hipéteses H; a Hj
que porventura existam. A escolha dos critérios (por exemplo, minimos quadrados),
que norteardo esse contato ou ajuste, ndo se constitui em matematica. Mas, uma vez
estabelecidos, sua aplicacdo € matemadtica, [7].

’—Qual designagio adotar? Se vocé for estatistico talvez vocé prefra estimacdo (dos pardmetros)
do modelo, ao passo que se vocé for um otimizador, vocé prefrard dizer identifcagfo, ou determinagéo
se vocé for um experimentalista.
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4.5 O ganho da investigacao assistida por matematica

Note que as perguntas P, a P; sdo de natureza distinta. As perguntas P, e P,
sdo perguntas legitimas/naturais de qualquer pessoa que tenha se debrucado sobre a
questdo do comportamento da caixa, ao passo que a pergunta Ps ja sé a faz um ‘mo-
delador’, ou seja, aquele que busca caracterizar ou criar um modelo para descrever o
comportamento da caixa preta.

Esta distin¢do precisa ser compreendida e valorizada se se quer que a matematica
deva ser ensinada. Uma outra vantagem que ha em se construir um modelo matemaético
€ que as perguntas P, a P; podem ser respondidas a nivel do modelo, neste caso de
forma muito simples, e € o que farei.

Para a primeira delas, dado @, um sinal de entrada, a resposta se resume a calcular
o produto Ax. Isto €, com o modelo descritivo, pode-se, em principio, a partir de ma-
nipulagdes mecanicas (algoritmos), reconstruir o BD. Ja a segunda € resolvida com o
auxilio da inversa de A. Se y € a saida, a entrada que a provoca é: A~'y. A terceira
pergunta, que consiste na determinag@o do préprio A, foi resolvida na Eq. (F5.2).

Esquematicamente, mostramos na tabela abaixo a informagcao necessdria as respos-
tas, bem como o tipo de processamento que deve ser realizado. E costume denominar
P, de problema direto e, em contraposic¢do, I, e P3 de problemas inversos.

Resposta/Caracterizagdao do

Pergunta | Informacgao necessdria . ~
processamento de informacgao

P (x, A) y=Ax
P (y,4) x=Ay
Ps (e',a'),i=1,2,3 A=(a',a’ a’®)

Fica claro aqui que, como a resposta as perguntas P; e P, depende de A é neces-
sdrio, em principio, ter respondido a pergunta Ps para s entdo tratar das outras.

Optei por considerar apenas um modelo linear e deterministico, para facilitar a
compreensdo. Modernamente modelos ndo-lineares e/ou probabilisticos possuem ind-
meras aplicac¢des relevantes; ndo obstante, mesmo no contexto desses modelos mais
sofsticados, continua a haver a distingdo entre as classes de BD, de modelos descriti-
vos e de modelos causais.

Enfatizo que, para usar modelos matemdticos em situacdes praticas, o investigador
tem que responder a pergunta Ps (identifcar o modelo) e antes disso tem que carac-
terizar o modelo — isto €, tem que modelar a situacdo — e para isso tem que fazer
escolhas (o que nem sempre € trivial e pode ser arriscado ou constrangedor) e muitas
contas.

5. A melhoria do ensino de matematica
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5.1 A necessidade da matematica

A sociedade contemporanea tem vivido momentos de rdpidas mudancas, com al-
teracoes do conhecimento, dos artefatos, da organizacdo social, dos meios de atendi-
mento as necessidades basicas, do ambiente natural e, em conseqii€ncia, de valores e
de comportamento. Como em outros momentos semelhantes da histéria do homem, o
desvio do aparente

equilibrio leva a busca de outras ancoras, um novo equilibrio dindmico, a partir do
questionamento do status quo.

A matemadtica tem um papel a desempenhar para que se atinja um novo equilibrio?
Que motivos levam tantos a falarem que a matemadtica € importante? A matemética
tem lugar neste novo cendrio de miquinas calculadoras cada vez mais potentes? Serd
que ainda ha razdes sufcientes para promover o ensino de matemdtica?

A matemadtica é uma das mais efetivas e precisas formas de comunicar idéias e
informacdes e em algumas dreas € a unica linguagem efetiva para a formulagdo e re-
solucdo de problemas. A tecnologia avancada é baseada em matemadtica. Matemdtica
¢ uma ferramenta cada vez mais util nas engenharias, nas ciéncias sociais e da satde.
A matematica, como um assunto de estudo em si mesmo, desenvolvendo conceitos e

técnicas, tem dado contribui¢cdes cujo impacto econdmico é compardvel ao im-
pacto produzido por inovagdes tecnoldgicas. Computadores tornaram possivel o uso
de modelos matematicos em dreas que antes ndo se cogitava em utiliza-los; o enten-
dimento da matematica permite que os resultados de um software sejam analisados de
forma critica e sensata. Além disso, a matematica € um excelente exercicio para o
desenvolvimento do pensamento e do raciocinio 16gico e preciso, e para a capacidade
de executar atividades rotineiras que exijam atencao a detalhes.

A atividade de pesquisa estabeleceu £rmemente a importancia do entendimento
conceitual para um individuo se tornar pro£ciente em um assunto. Quando um indi-
viduo entende matemadtica, ele é capaz de usar o seu conhecimento de forma Xexivel.
E capaz de combinar conhecimento factual (banco de dados), facilidade de executar
procedimentos (algoritmos) e entendimento conceitual (modelos) de forma produtiva.
Nao obstante a importincia central da experimentacao para o avango do conhecimento,
¢ através da linguagem matemadtica que o conhecimento se organiza, se estrutura, sendo
esta, assim, também fundamental.

5.2 Sociedade

Rexito brevemente sobre sociedade. Qual o sentido da sociedade? Af£nal, porque
um individuo aceita inibir a sua capacidade natural de disputar utilizando a for¢a bruta?
O ser humano escolheu viver em sociedade pela vantagem do aumento da estabilidade
(ao atendimento das necessidades bésicas) e da riqueza de sua existéncia (ao vivenciar
a arte e a descoberta intelectual). O individuo cede a sua liberdade natural em troca da
protecdo e das oportunidades que o grupo lhe oferece.

Como vantagens da sociedade, é bom lembrar, vez por outra, que a 4gua que nos
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chega tratada e encanada, e os supermercados que nos oferecem iguarias diversas sao
uma conquista dela, dos pactos que foram sendo feitos pelas geragdes que nos prece-
deram.

O ganho na implantacio de institui¢des e procedimentos deve, entdo, ser medido
pelo grau de aperfeicoamento da sociedade que tal constru¢cdo permite, traduzido na
experiéncia de desenvolvimento e realizac@o pessoal, a felicidade.

Em sociedades primitivas, o controle adequado e o suporte aos individuos e suas
atividades de forma a que a sociedade seja boa para todos, é mais direta e mais simples:
na comunidade onde se vive, todos se conhecem e todos sao préximos, ou colaboram
ou sdo banidos da comunidade — desvios sdo imediatamente detectados e socialmente
coibidos.

Nas sociedades mais complexas, no mundo globalizado, a nocdo de comunidade
se transforma. Surgem diversas comunidades. H4 a comunidade dos professores, dos
matematicos, dos politicos, dos empresdrios, etc. Por vezes estas comunidades sao
confundidas com grupos de interesse. O monitoramento individual é mais rarefeito.

A idéia da conveniéncia do estabelecimento de parcerias entre diversos atores soci-
ais para a proposicao, suporte e execucdo de projetos, pode ser entendida como um mo-
derno mecanismo de controle social sobre a utilizacdo dos recursos, necessariamente
limitados, cada vez mais disputados, disponiveis em sociedades mais complexas. Se
€ possivel estabelecer parcerias aumenta o grau de confabilidade na importancia e no
sucesso do projeto.

5.3 Melhoria do ensino

Personalidades, organizacdes nacionais € internacionais manifestam a opinido da
necessidade da melhoria do ensino de matemaética.

Devemos nos ocupar com a busca dessa melhoria?

O California State Board of Education adotou, a partir de Dezembro de 1997, o
Mathematics Content Standards for California Public Schools — Kindergarten Th-
rough Grade Twelve, com esse objetivo em mente.

Para dar resposta ao clamor da melhoria do ensino de matematica vérias questdes
tém que ser colocadas. Comeco por me restringir: falo do Brasil. O que signifca
melhorar e porque devemos melhorar?

Tenho certeza que se ensina matemadtica muito bem a diversos individuos no Brasil
e elas/es aprendem — varias sdo as medalhas que brasileiras/os t€m conquistado nas
Olimpiadas Mundiais de Matemadtica.

Ah, o problema nio € esse? O desafo é democratizar esse ensino, expandindo-o a
toda a populacio em idade escolar? E vantajoso mesmo?

Um dos grandes mecanismos de difusdo do conhecimento e avanco da humanidade
tem sido a imitagcdo e se eles, os californianos, estdo estabelecendo um padrdo de
ensino de matemadtica, porque nao imita-los?
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Qual é uma das motivacdes deles? ‘To compete® sucessfully in the worldwide eco-
nomy, today’s students must have a high degree of comprehension in mathematics’.

Ao invés de apontar para o mercado global, para a competi¢do econdmica, para
os produtos tecnoldgicos cada vez mais sofsticados, opto por apontar aos aspectos de
natureza humanista para justifcar o ensino de matematica.

Ao contrario do motivo expresso no padrao da Califérnia, o motivo correto para
promover a melhoria do ensino de matemdtica na sociedade moderna € a profunda
relevancia da matematica para que o individuo possa ter acesso a uma vida melhor, em
uma sociedade melhor: ‘To lead meaningful lives in the worlwide community, today’s
students must have a high degree of comprehension in mathematics’.

Este motivo é mais de acordo com os anseios, ainda que implicitos, da vida em
sociedade e da convivéncia. S6 faz sentido participar de uma comunidade, fazer uma
sociedade, e ‘abrir os portos as nacdes amigas’ se a idéia € organizar, pactuar de tal
forma que todos ganhem. Esta é uma concep¢do democratica: € mais forte, mais
estdvel, mais de encontro aos anseios da populacdo brasileira que estd cansada de
modelos sociais de exclusao.

E a matematica no Brasil? O estado do ensino de matemaética é grave: profes-
sores/as desmotivados/as e despreparados/as, alunos/as desmotivados/as € mal forma-
dos/as, mesmo os/as alunos/as que t€m facilidade em aprender matemadtica, ndo estdo
tendo acesso a sua compreensao. Hd, além disso, que universalizar o entendimento da
matematica.

N3ao tenho certeza, porém, que a relevancia da matematica, entendida como um
modus operandi libertador, profundamente revoluciondrio, seja amplamente reconhe-
cida, nem mesmo entre a comunidade académica, que dird em geral.

O problema do ensino de matemdtica s6 pode ser resolvido se a sociedade quiser.
A mobilizac¢do da sociedade para resolvé-lo € dificil, requer empenho, e demanda um
profundo conhecimento do problema em si, € mais, um entendimento claro de porqué
isso é um problema para a sociedade. E certo que isso é uma escolha que depende do
tipo de sociedade que almejamos. Se essa clareza ndo € alcangada, o problema nao
existe e nada hd a ser resolvido.

Portanto, o primeiro passo para resolver o problema do ensino de matematica é
investir esforcos para que os atores sociais, € isso inclui os matematicos, percebam
com muita clareza que a matemdtica e seu ensino se revestem de importancia para a
sociedade. Julgo que as redexdes que apresentei ajudam a justifcar a necessidade do
ensino de matemadtica e a relevancia da sua melhoria. Discuti o papel da matematica no
aperfeicoamento da sociedade e no aprofundamento da democracia. Ha que ampliar
essa discussao. Em seguida, é crucial envolver a sociedade, diversos parceiros sociais,
na confeccao de um retrato bastante £el do estado do ensino de matematica, para que
acoes relevantes sejam desenhadas, pactuadas e executadas.

Afnal, a matematica € vantajosa para a sociedade? A gldria da sociedade resplan-
dece com o fulgor da matematica.

8Grifo meu.
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1. Introducao

Aardo Reis, Bacharel em Ciéncias Fi-
sicas e Matemdticas e Engenheiro Geo-
grafo e Civil, participou ativamente do de-
senvolvimento do Brasil. Assumiu impor-
tantes fungdes publicas, tais como, Dire-
tor dos Correios, Diretor da Estrada de
Ferro Central do Brasil, Diretor do Loyde
Brasileiro, Presidente do Banco da Re-
publica do Brasil e Deputado Federal.
Mesmo nas épocas em que desempenhou
importantes cargos, jamais se afastou do
magistério. Lecionou na Escola Politéc-
nica por 25 anos consecutivos. Escreveu
diversos livros de matemdtica, publicou
dezena de artigos e pareceres, envolvendo
instrucao publica, educacio e engenharia,
e, ainda, traduziu alguns livros de cunho
Positivista. Seu livro “Curso Elementar
de Mathematica — vol 1 — Arithmetica”

! pmarcos @openlink.com.br

foi indicado seguidamente em trés pro-
gramas consecutivos (1895, 1897 e 1898)
do Antigo Gymnasio Nacional, atual Co-
légio Pedro II. Nesta época, este colégio
era uma referéncia de ensino para todas
as escolas no territério brasileiro. O li-
vro citado atendia o programa aprovado
pelo decreto 15 janeiro de 1894, que regu-
lamentava os programas de ensino deste
colégio para os anos 1895, 1897 e 1898.
Neste trabalho, sdo citados as obras publi-
cas, os artigos e os livros editados, bem
como, uma analise comparativa do con-
tetido do livro e o programa de ensino pro-
posto pelo decreto.

Figura 1: Foto de Aardo Reis

2. Observacoes Finais

Este trabalho € parte de uma pesquisa,
que esté sendo realizada como monografa
de £nal do curso de licenciatura matema-
tica, orientada pelo professor Bruno Alves
Dassie, que ministra a disciplina Historia
da Educagdo Matemdtica no Brasil, onde
meu interesse por este assunto foi desper-
tado.
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Resumo 47

NUMEROS
COMPLEXOS E
GEOMETRIA
DINAMICA

José Paulo Q. Carneiro! - UERJ
Magali Catarina Bastos” - Colégio
Esplendor

Resumo: Identifcando os niimeros
complexos com os pontos ou vetores do
plano, as operacdes com niimeros com-
plexos traduzem-se por meio de transfor-
magoes geométricas, como translagoes,
homotetias e rotacoes, possibilitando o
uso da Geometria Dindmica para ilustrar
propriedades e aplicacoes dos niimeros
complexos.

Palavras-chave: ~ Geometria Dind-
mica; Nimeros Complexos; Transforma-
coes Geométricas.

Abstract: Identifying complex num-
bers with points or vectors in the plane,
operations with complex numbers trans-
late into geometrical transformations,
such as translations, dilatations and rota-

lipgc @uninet.com.br
’magalicbastos @yahoo.com.br

tions, making possible the use of Dynami-
cal Geometry to illustrate properties and
applications of complex numbers.

Key words: Dynamical Geometry;
Complex Numbers;, Geometrical Trans-
formations.

Os numeros complexos, nascidos no
contexto algébrico de resolucao de equa-
coes, foram tratados inicialmente como
monstros sem sentido, como se V&
pelo nome até hoje remanescente de
“imagindrios”. Somente hd 200 anos,
compreendeu-se que os complexos nao
tém nada de “irreal”; sdo apenas os pon-
tos ou vetores do plano, que se somam por
composi¢do de translacdes e se multipli-
cam por composi¢des de rotacdes e homo-
tetias.

Atualmente sdo claros na Matematica
o papel central dos nimeros complexos
e suas inimeras utilidades em problemas
que envolvem rotagdo, circulo, fungdes
“circulares”, movimentos periodicos, cir-
cuitos elétricos, corrente alternada, astro-
nomia e motores. Mas esta visdo geo-
métrica ainda ndo se incorporou ao en-
sino, onde permanece dominante o habito
de introduzir os complexos de modo pura-
mente algébrico e formal, ndo ocorrendo
aplicar nimeros complexos a problemas
de Geometria, como se faz desde Gauss.

A Geometria Dindmica abriu novos
caminhos para a apresentacdo da geome-
tria e, portanto, para o ensino dos nime-
ros complexos, permitindo resolver pro-
blemas, formular conjecturas e ilustrar
propriedades e teoremas, inclusive o Te-
orema Fundamental da Algebra, normal-
mente considerado um tema de Matema-
tica superior.
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que a diferenciacdo e a integragdo sao
operacodes inversas e defne a integracdo
como um somatdrio, pretendemos cons-
truir no “software” Cabri a demonstracdo
proposta por Barrow para algumas fun-
Resumo 48 coes elementares, como por exemplo, as
funcdes quadrdtica, exponencial e logarit-
mica.
~ Este trabalho estd sendo desenvolvido
UMA VISAO como monografa do Curso de Especiali-

zacdo em Aprendizagem Matemadtica da

GEOMETRICA DO usrs

TEOREMA

FUNDAMENTAL Referéncias:

DO CALCULO CHILD, J.M. (1916) The Geometrical

Lectures of Isaac Barrow. The Open Court
Publishing Company

Ana Cristina Vieira' - USU / IEM
Luiz Mariano Carvalho? - UERJ

Isaac Barrow, professor de Matema-
tica em Cambridge de 1662 a 1670, pri-
meiro a ocupar a cadeira de Lucasian,
apresentou em seu livro “Lectiones Ge-
ometricae” (1670) uma visdo geométrica
para a demonstragdo do Teorema Funda-
mental do Célculo.

O referido livro apresenta 13 confe-
réncias compostas, em sua maioria, de te-
oremas envolvendo tangentes, areas e me-
didas de arcos. Deter-nos-emos nas confe-
réncias X e XI que contém teoremas equi-
valentes ao Teorema Fundamental do Cél-
culo.

Com base na conferéncia X, § 11, e na
conferéncia XI, § 19, onde Barrow prova

lanacristina_vieira@i g.com.br

%luizmc @ime.uerj.br
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Resumo 49

ANALISE DO
PROBLEMA DE
APOLONIO VIA
GEOMETRIA
DINAMICA

André Luis Trevisan' - (Bolsista IC -
Fapesp) - UNICAMP

Profa. Dra. Sandra A. Santos ? -
UNICAMP

1. Introducao

Com o intuito de analisar um pro-
blema cldssico de geometria - o Problema
de Apoldnio - buscamos um paralelo entre
os raciocinios e as midias existentes em
periodos diversos da Historia.

'andretrevi@yahoo.com.br
2sandra@ime.unicamp.br

2. O Problema de Apolo-

nio

Dados trés objetos, cada um dos quais
pode ser um ponto, uma reta ou uma
circunfe-réncia, tracar a circunferéncia
que € tangen-te a cada um destes trés ob-

jetos.

3. Desenvolvimento

Guiados inicialmente pelo texto de
Rezende & Queiroz, 2000, como forma
de encaminhar o estudo dos conceitos pre-
liminares de geometria plana, seguimos
com a inversdao em circulos, inspirados
na obra de Guzman, 1990. Baseados em
Eves, 1997, realizamos uma pesquisa his-
térica do problema. Com énfase na obra
de Viete (ver Fig. 1), procuramos resga-
tar seu trabalho (Viete, 1970) e retoma-lo
dentro de uma perspectiva de aprendiza-
gem oferecida por ambientes informatiza-
dos. As solugdes de Viete para o problema
de Apoldnio (ver Fig. 2), feitas com régua
e compasso, foram interpretadas e recons-
truidas com auxilio de softwares de Ge-
ometria Dindmica, particularmente o 7a-
bulee e o Cabri-Géometre (ver Fig. 3). A
ferramenta computacional revelou-se fun-
damental na validag¢do de conjecturas e no
encaminhamento prévio a sistematizacao
do raciocinio.
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Figura 3
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Resumo 50

CUSTO DO
CALCAMENTO DE
RUAS: UMA
EXPERIENCIA
COM
MODELAGEM
MATEMATICA E
PLANILHAS
ELETRONICAS

Clarissa Trojack Della Nina' - PUCRS
Helena Noronha Cury (Or.)> - PUCRS

1. Introducao

Este trabalho apresenta uma experién-
cia usando modelagem e planilhas eletro-
nicas, com o objetivo de calcular o custo
de calcamento de uma determinada rua de

'trojack @viavale.com.br
2curyhn@pucrs.br

uma cidade do interior do RS. A tarefa
foi realizada como conclusao de uma dis-
ciplina do curso de Mestrado em Educa-
cdo em Ciéncias e Matematica da PUCRS,
para verifcar a possibilidade de trazer te-
mas da realidade para o processo de en-
sino e aprendizagem na Educac¢do Baésica,
usando a metodologia da modelagem e re-
cursos computacionais.

2. Pressupostos teoricos

Conforme Bassanezi (2002), a Mo-
delagem Matematica funciona como ele-
mento motivador para a aprendizagem,
ampliando o conhecimento de Matema-
tica, mas, sobretudo, estruturando a ma-
neira de pensar e agir.

Claudio & Cunha (2001) consideram
que o uso do computador permite um en-
sino que ndo se limita a apresentacdo de
problemas bem comportados, mas tam-
bém aqueles ligados a realidade, o que
vem facilitar a resolu¢ao dos mesmos.

Particularmente na atividade relatada,
o uso do software Excel permitiu uma fa-
cil manipulagdo dos dados, boa visualiza-
¢ao dos resultados e obtengdo da solugdo
£nal. As novas tecnologias estdo sendo
gradativamente incorporadas ao dia a dia
e, por isto, devem ser testadas e utiliza-
das tanto por professores como por alu-
nos, nas mais variadas formas.

3. Desenvolvimento

Para realizar o estudo, foram coletados
dados referentes a rua escolhida, ao levan-
tamento topogra£co, ao projeto da obra, a
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contratacdo de mao-de-obra, a compra de
material, aos valores e, por £m, ao modo
de pagamento. A partir das informacdes,
foram construidas planilhas no Excel en-
volvendo cada uma das etapas.

4. Conclusao

A realizacdo da experi€éncia mostrou
que ¢é possivel trabalhar com modelagem,
usando dados da realidade e empregando
recursos computacionais. A partir dos re-
sultados, apresentados e discutidos ao £-
nal da disciplina do curso de Mestrado, a
autora se prop0s a planejar estratégias de
ensino, que serdo implementadas em suas
aulas de matematica na Educacao Bésica.
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Resumo 51

O ESTADO DA
ARTE DO
ENSINO-
APRENDIZAGEM
EM GEOMETRIA
NA REGIAO
NORTE
FLUMINENSE

Salvador Tavares' - CEFET
Vera Fazoli Viana (Or.)? - CEFET,
FAFIC

1. Introducao

O desempenho dos nossos alunos em
Matematica tem sido criticado e os resul-
tados nos Exames Nacionais t€ém atestado
falhas no ensino-aprendizagem desta dis-
ciplina. E em Geometria nio tem sido di-

Isaltavares @terra.com.br
2yfazoli@censanet.com.br

ferente. Encontrar falhas nos cursos tra-
dicionais de Geometria ndo € muito difi-
cil, mas o que a academia precisa € en-
contrar os caminhos para superar essas fa-
lhas. O objetivo desta comunicac¢ao cien-
tifca € apresentar a pesquisa que fez um
levantamento do “estado da arte” do en-
sino de Geometria nas escolas da regido
norte-duminense do Estado do Rio de Ja-
neiro quanto ao desempenho dos alunos
e quanto ao curriculo desenvolvidos para
identi£car os problemas, discuti-los e for-
necer sugestoes de solucdes vidveis para a
sua resolucao.

2. A Pesquisa

A pesquisa seguiu 0s seguintes passos:

— Elaboragao dos questiondrios para
serem aplicados aos docentes e aos alunos
visando levantar quais os conteudos que
vém sendo trabalhados na geometria esco-
lar, bem como os contetidos que os alunos
identifcam como tendo sido trabalhados
na escola.

— Elaboracdo das questdes de Geome-
tria para serem aplicadas aos alunos da 1°.
Série do ensino médio visando levantar os
conhecimentos que efetivamente eles do-
minam apds oito anos de escolaridade.

— Aplicagdo do questiondrio entre 0s
docentes para levantar os contetidos conti-
dos no curriculo de Geometria das escolas
da regido.

— Aplica¢do do questiondrio entre os
alunos da 1%. Série do ensino médiopara
levantar os conteudos que eles identi£cam
como sendo trabalhados na Geometria es-
colar.
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- Aplicagao do teste para levantar o co-
nhecimento de Geometria dos alunos com
no minimo oito anos de escolaridade.

— Andlise e avaliacdo das respostas dos
questiondrios aplicados.

— Divulgacao dos resultados da pes-
quisa.

— Reunido com os professores e alunos
pesquisados para uma avaliacdo conjunta
dos resultados e para estudar propostas de
solugdes vidveis para resolucao dos pro-
blemas que eventualmente forem detecta-
dos.

3. Observacoes Finais

Pretende-se fazer a divulgacdo das
propostas de solucdes resultantes da ava-
liagdo conjunta ao £nal da pesquisa.
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Resumo 52

JOGOS NO
ENSINO DE
MATEMATICA

T.C.E. Serafm' - UNISAL-Lorena-SP
L.C. Queiroz’ - UNISAL-Lorena-SP

1. Introducao

“Durante muito tempo, a Educacdo
Matemdtica foi radicalmente fundamen-
tada em uma metodologia de construgcao
l6gico-formal dos conceitos, teoremas e
férmulas, o que gerou uma aversdo a Ma-
temadtica por parte da maioria dos alunos.”
(LANNES&LANNES, 2001)

Os jogos podem ser usados como uma
ferramenta auxiliar porque além de trans-
mitirem conhecimentos, tornam o apren-
dizado mais prazeroso.

2. Desenvolvimento

“Partindo da consideracdo de que as
atividades ladicas podem contribuir para

Itatipinksp @bol.com.br
2queiroz @dequi.faenquil.br

o desenvolvimento intelectual da crianga,
CRATTY sugere a utilizagdo de ativida-
des motoras sob a forma de jogos para o
dominio de conceitos (como, por exem-
plo, de linhas retas, curvas, circulo, tri-
angulo, de letras minudsculas e mails-
culas, de para cima/para baixo e es-
querda/direita) e para desenvolvimento de
algumas capacidades psicoldgicas, tais
como: memoria, avaliacdo e resolugdo de
problemas. CRATTY apdia-se nos mode-
los cognitivos de Piaget, Bruner, Guilford
e nos varios tipos de comportamentos li-
gados a resolucdo de problemas, pesqui-
sados por Gagné e Guilford.” (AGUIAR,
1998)

Foram pesquisadas propostas de jogos
matematicos em alguns livros didéticos de
Matematica de 5% a 8° série.

3. Resultados e Discussao

Foram encontradas algumas propos-
tas de atividades lidicas que podem ser-
vir como base para constru¢do de jogos e
algumas propostas de jogos matematicos,
segundo (GIOVANNI et ali1, 1998), (GIO-
VANNI&GIOVANNI JR., 2000), (JAKU-
BOVIC,1999), (LANNES&LANNES,
2001) e (MATSUBARA&ZANIRATTO,
1998).

(LANNES&LANNES, 2001) propu-
seram o jogo de xadrez em vdrias aplica-
¢coes de temas matematicos abordados e o
jogo da batalha naval.
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Resumo 53

APLICACOES DE
SOFTWARES NO
ENSINO DE
MATEMATICA

T.C.F. Campos' - UNISAL-Lorena-SP
L.C. Queiroz’ - UNISAL-Lorena-SP

1. Introducao

Entre as diversas abordagens propos-
tas nos ultimos anos sobre a questdo “in-
formatica na educacdo”, propde-se um
olhar critico sobre a utilizagdo de softwa-
res educativos, com a inten¢do de compre-
ender as caracteristicas do conhecimento
informatizado e procurar discutir as im-
plicacdes que estas redexdes sobre o co-
nhecimento teriam para a educacdo, par-
ticularmente no que se diz respeito ao
uso de recursos informatizados nas esco-
las. Considera-se que ambas as aborda-
gens sdo importantes € complementares,
(BITTENCOURT, 1998).

ltere_cristi@ yahoo.com.br.
2queiroz @dequi.faenquil.br

2. Desenvolvimento

E de fundamental importincia a re-
dexdo sobre a aplicacdo da informdtica
na educacdo matemadtica, o seu potencial
e a induéncia que o computador e 0s
softwares podem exercer sobre os alunos,
(WEISS&CRUZ, 1991).

Com o computador e os softwares o
professor de Matemadtica dispde de diver-
sos recursos auxiliares para o processo
ensino-aprendizagem. O uso dessa tec-
nologia permite a visualizacdo de objetos
geométricos em varios angulos, perspecti-
vas, confeccdo de grafcos, a resolucdo de
calculos, etc.

Foi realizado um levantamento de pro-
postas de aplicagdes de softwares, como
recursos auxiliares, no ensino de determi-
nados temas matemadticos em alguns li-
vros didaticos de 5% a 8 série.

3. Resultados e Discussao

A aplicacio do software Cabri-
Géometre € sugerida em um dos volu-
mes da colecdo Matemadtica (7% série)
(Lannes&Lannes, 2001) e no artigo de
(BITTENCOURT, 1998). O referido li-
vro didético contém explicagdes bdsicas
de construcdes geométricas referentes aos
temas abordados pelos autores.

O artigo trata o uso do Cabri-
Géometre de uma forma redexiva € nao
instrutiva.

No mesmo volume citado da colecdo
de livros didaticos, os autores adotam o
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Microsoft Word na introducdo da con-
gruéncia de triangulos, dando explicacdes
claras do manuseio desse programa em re-
lag@o ao tema.

Os autores continuam sugerindo o uso
de softwares no volume da 8%série, indi-
cando o Microsoft Excel na construcdo de
tabelas, para explorar as operacoes aritmé-
ticas presentes em expressdes matemati-
cas.
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Resumo 54

DIFICULDADES
DO ENSINO
APRENDIZAGEM

V. Fagundes ! - UNISAL-Lorena-SP
L.C. Queiroz’ - UNISAL-Lorena-SP

1. Introducao

“Os problemas de aprendizagem
referem-se as situagdes dificeis enfren-
tadas pelo individuo normal e pelo in-
dividuo com desvio do quadro normal
mas com expectativas de aprendizagem a
longo prazo.” (JOSE&COELHO, 1999).

2. Desenvolvimento

Tendo em vista que a Matemaética
trata-se de uma linguagem expressa por
meio de simbolos, este trabalho aborda
algumas difculdades apresentadas pelos
alunos na apreensdo de operacdes e enun-
ciados matemaéticos.

!fagundesvaldirene @ig.com.br
2queiroz @dequi.faenquil.br

3. Resultados

Identif£cou-se a discalculia como um
grupo de desordens que impedem o aluno
de compreender processos aritméticos,
e tem como causas aspectos pedago-
gicos, capacidade intelectual limitada e
disfuncdes do sistema nervoso central,
(JOSE&COELHO, 1999).

Os distdrbios de aritmética foram en-
contrados nos mais diferentes graus, em
alunos que apresentaram incapacidade
para:

e relacionar simbolos a quantidades;

e associar simbolos auditivos a visu-
ais;

e visualizar conjuntos de objetos den-
tro de um conjunto maior;

e compreender o principio de conser-
vagdo de quantidades;

e ecxecutar operagdes aritméticas;

e obedecer e recordar seqiiéncias dos
passos que devem ser dados em
operacoes diversas;

e escolher principios para solucionar
problemas de raciocinio aritmético;

conforme (JOSE&COELHO,
(CORRELL&SCHUWARZE,
(PAIN, 1985).

1999),
1974) e
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4. Conclusoes

Para poder identifcar e diagnosticar
distarbios de aprendizagem matematica,
o professor deve conhecer antes de mais
nada as difculdades que o aluno enfrenta
evitando rétulos e distinguindo compor-
tamentos provenientes de varios aspectos
como emocionais, afetivos e cognitivos.

As difculdades no aprendizado de
Matematica sdo diversas, por isso cabe ao
professor ou a um pro£ssional quali£cado
determinar o nivel de capacidade do aluno
e o tipo de desordem que ele apresenta,
analisando se o distarbio € uma discalcu-
lia ou se esta relacionado a outros distur-
bios como de leitura e escrita.
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Resumo 55

F(C): FUNCOES
COMPLEXAS

Edvaldo Lima da Silva ! - UNESP
Aguinaldo Robinson de Souza ? -
UNESP

1. O Software

Com o advento da utilizacdo de tec-
nologias pela sociedade, transformagdes
sobre as formas usuais de relacionamen-
tos sdo modifcadas em vista a novas po-
tencialidades possibilitadas por essa nova
ferramenta. Na Educagdo Matemadtica,
percebe-se a real necessidade da inclusao
de novas ferramentas para auxilio no en-
sino e na aprendizagem.

Ao tratarmos conceitos envolvendo
Funcdes de uma Varidvel Complexa, nor-
malmente nos deparamos com limitag¢des
de representacdes baseadas em dimensdes
reais. Por meio dos computadores pesso-
ais € possivel explorar outras midias para
signifcacdo e linguagem. Podemos desta-
car, como motivacdo e viabilizacdo, o po-

ledvaldo@fc.unesp.br
Zarobinso @fc.unesp.br

der de processamento, utilizacdo de ima-
gens estaticas e em movimento facilmente
encontradas nos computadores.

Para representacdo de Func¢des Com-
plexas utilizamos o que se denomina
Mapa de Cores, ja utilizado em interpre-
tacdes na Mecanica Quantica e em Cursos
de Andlise Complexa Visual. Através do
Mapa podemos de£nir o dominio de uma
funcdo a partir de distribui¢cdo de cores, ou
seja, relacionamos biunivocamente cor a
ponto do plano. A plotagem terd signif-
cados e leituras a partir da de£ni¢ao desse
Mapa.

F(C): Fungoes Complexas € um soft-
ware em desenvolvimento pelo Programa
de Pds-graduacido em Educagao para a Ci-
éncia da UNESP de Bauru que visa a in-
troducao dessa nova abordagem de repre-
sentacdo, em vista da difculdade encon-
trada na representacdo de entes que se
comportem com 4 varidveis ou mais.

2. Ferramentas

O Mapa do Plano Complexo faz parte
do software e é responsavel Pelas leituras
imediatas da func@o para um determinado
nimero complexo.

A utilizacdo de geracdo de video, tam-
bém presente no software, € uma funcio-
nalidade capaz de desenvolver percepcoes
sobre o comportamento da Funcdo ao se
manipular coefcientes. Tornando-se, as-
sim, o estudo dindmico para uma varie-
dade indeterminada de casos.
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¥ Funcaes Complexns - Platador 2@@

Tmagem Fungies Aparéivia Fechar Sobrs

Ree=0,78 Tme=3,74 [i=(1y2 (30 + (-1

Tela Principal.
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Resumo 56

CRIPTOGRAFIA

RSA NO ENSINO
DA TEORIA DOS
NUMEROS

José Maria Magalhdes ! - Soc. Téc.
Educacional MG

Rafael Augusto Silva Nogueira® - Soc.
Téc. Educacional MG

Sandra Mara Jorge® -UFMG

A variabilidade na amplitude da
aprendizagem é um fator signifcativo
para a discussao da didatica de ensino de
toda e qualquer disciplina. Mais ainda,
quando consideramos a especifcacdo do
desenvolvimento das capacidades indivi-
duais de cada ser humano, isto é, o fato
de cada pessoa ter suas preferéncias dis-
ciplinares e didaticas. Existe, quase sem-
pre, um hiato entre a teoria e sua aplicabi-
lidade prética. Na matemaética essa distan-
cia € bastante nitida. A falta de correlacdo
com a aplicacdo pratica desperta uma no-
¢ao natural de inutilidade de conceitos, le-

ljomagalhaes @pro2.com.br
’rafael @pro2.com.br
3sandra@mat.ufmg.br

vando a questionamentos como: para que
existem numeros primos? Qual a impor-
tancia de serem infnitos? Qual a utilidade
do maximo divisor comum? Primo entre
si, e dai?

Na teoria dos numeros conceitos
como: cdlculo de divisor comum entre
dois nimeros, determinacdo e in£nidade
dos nimeros primos, aritmética modular
e fatoracdo, formam a base de funcio-
namento do método de criptografa RSA
que, atualmente, garante a seguranca da
informacdo na maioria dos grandes siste-
mas comerciais.

A proposta deste trabalho € de que a
explanacao desses conceitos seja realizada
paralelamente a metodologia de constru-
cdo do RSA, interagindo teoria e pratica
pedagégicas. Essa abordagem tem o in-
tuito de tornar a disciplina apreciada e
imediatamente util, levando a prontidao
necessdria para o aprendizado ao integra-
lo com um problema real da humanidade,
a seguranc¢a da informagdo. Para que o in-
teresse do aprendiz seja ef£cazmente agu-
cado, cabe ao professor apresentar a l6-
gica algoritmica necessdria e suas imple-
mentagdes, através dos algoritmos de Eu-
clides, Euclidiano estendido e expansdo
modular, indispensdveis na construc¢io do
RSA. Este trabalho inclui a implementa-
¢ao dos algoritmos acima citados e de um
protétipo computacional do método RSA.
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Resumo 57

ALUNOS DO
CURSO DE
MATEMATICA X
ALGUNS
CONCEITOS
BASICOS DE
CALCULO

Luciana Gastaldi S. Souza ! - UEL
Regina Luzia C. de Buriasco” - UEL

Visto que a disciplina de Célculo 1
¢ considerada como uma base para a
de Analise, £zemos um estudo avaliativo
para verif£car como os alunos lidam com
alguns conceitos matemadticos considera-
dos bdsicos. Participaram desse estudo
alunos do Curso de Licenciatura em Ma-
tematica da UEL que tinham cursado uma
vez a disciplina CDI 1. O estudo foi
feito por meio de um teste, constituido de
dez questdes. Para subsidiar teoricamente
o trabalho, foram utilizados os Conceito

"ucianagastaldi @aol.com
2reginaburiasco @sercomtel.com.br

Imagem e Conceito Defni¢do de Tall e
Vinner. Percebemos que os alunos tém
uma grande de£ciéncia no manejo da lin-
gua escrita, manejo este que os impede
de expressar £elmente suas idéias na dire-
¢ao de um pensamento matemdatico mais
avancado. Também notamos que pos-
suem muita difculdade em demonstrar re-
sultados generalizados. As questdes da
prova que pediam demonstragdes de resul-
tados genéricos foram macicamente dei-
xadas em branco. Uma das principais di£-
culdades observadas foi a aquisi¢do de um
pensamento matematico 16gico, no qual
o aluno faca um encadeamento dos seus
pensamentos e construa conceitos de£ni-
cdes mais consistentes. Propomos que a
disciplina de Anélise Real seja conduzida
mediante a Investigacdo Matemadtica por
entender que esta promove uma dindmica
de aula mais ativa e envolvente, permi-
tindo a argumentagdo, o uso da indugdo e
da analogia como ferramentas para re£nar
o pensamento dos alunos, gerando uma
aprendizagem signi£cativa e mais e£caz.
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