Um estudo historico-pedagogico sobre niimeros irracionais

Antonio Miguel - UNICAMP

Pegue uma calculadora. Acione a tecla "2".
Acione em seguida, a tecla " \/_ ". O ntimero que apareceu no visor foi 1,1442136.

Foi fécil calcular a raiz quadrada de 2 ndo ¢ mesmo? Mas esse nimero ndo ¢ a raiz quadrada
de dois. Estranho? Mistério?

Os matematicos, hoje, chamam os numeros desse tipo de niumeros irracionais.

Vocé ndo imagina a incrivel aventura humana que estd por tras desses nimeros € que as

maquinas ndo podem contar. Vamos conhecé-la?

1. O caminho das estrelas

Certa noite, por volta de 500 anos antes do nascimento de Cristo, um viajante chegava a uma
estalagem grega, para ali passar a noite.

Durante a noite, o viajante sentiu-se muito mal.

O dono da estalagem fez o maximo possivel para ajuda-lo a restabelecer-se. Mas nada do
doente melhorar.

O viajante percebendo que iria morrer sem ter possibilidade de pagar o dono da estalagem
pelos seus esforcos, pediu uma lousa. Com a mao trémula, desenhou nela a figura abaixo: uma
estrela de cinco pontas ou pentagrama. Em seguida, pediu ao dono da estalagem que deixasse a

lousa fixada a porta de seu estabelecimento.

Logo depois o viajante morria.
Um certo dia, um outro viajante que passava identificou o sinal na estalagem. Entrou,
perguntou ao dono sobre a origem do desenho e ouvindo a resposta, recompensou o

estabelecimento por sua caridade.



Conhecemos hoje estd historia através de um historiador e matematico romano, que
acrescenta que os dois viajantes pertenciam a escola do grande sabio grego chamado Pitagoras,
nascido no ano 581 a.C. Os pitagoricos, eram geralmente pessoas ricas da sociedade de sua €poca.
Envolviam-se nas atividades politicas, religiosas, filosoficas e matematicas e o emblema da escola
era o pentagrama ou pentagono estrelado.

Mas por que uma estrela? Nao se sabe ao certo, mas durante o século VI a.C., em certas
regidoes do mundo grego, intensificou-se a vida religiosa. Dentre as religidoes, uma delas, que
acreditava na imortalidade da alma e na transmigra¢do da alma através de varios corpos, acabou se
difundindo bastante. Essa religido era o orfismo e, segundo ela, a alma das pessoas, por sua propria
natureza, aspiraria a retornar a sua patria celeste, isso ¢, as estrelas. Isso através da ajuda de um
Deus libertador chamado Dionisio.

Pitagoras modificou essa religido, colocando no lugar de Dionisio nada mais nada menos
que a propria matematica. Isso mesmo. O pitagorismo fez da matematica a via de salvacdo da alma;
o unico meio de conduzi-la das trevas terrenas as estrelas. Talvez seja essa a razdo da adogdo da
estrela como simbolo da escola.

Mas ndo se deve entender ao pé da letra a expressdao "Salvacdo da Alma" e o termo
"Estrela". Isso porque, era da escola pitagdrica de onde saiam os principais conselheiros politicos
daquela época. Os pitagodricos - politicos por exceléncia - foram os primeiros a perceberem com
clareza, que a matematica constituia a chave de acesso aos segredos do universo. E utilizaram-na
ndo apenas para compreender os numeros e as figuras, mas também para governar os proprios
homens, de acordo com uma politica conservadora e reacionaria.

Sabe-se que na antiguidade, era bastante difundida e aceita a crenca de que apenas os membros das
classes dirigentes possuiam alma. Assim, apenas algumas almas estaria destinado o caminho das

estrelas.

2. Pentagramas, pentagonos e os maus espiritos

O pentagrama era também considerado pelos pitagdricos o simbolo da boa saude e da
alianca entre os homens. Os cinco angulos das pontas da estrela eram provavelmente designados
por cinco letras do alfabeto grego que formavam a palavra SAUDE. Além disso, para muitos povos
da antiguidade, o pentagrama tinha um significado mistico. Na Idade Média era utilizado para
proteger os homens dos maus espiritos.

A primeira vista, um emblema como esse, uma simples estrela, parece um tanto quanto

banal sem interesse.



Mas se vocé ligar com uma régua os
vértices dessa estrela, indicados pelas
letras S, A, U, D, E, vocé notard que
acabou tracando um PENTAGONO, isto
¢, um poligono de 5 lados. Mais que isso.
Mega todos os lados desse pentagono. O
que vocé observa? Mega também todos os
~ angulos internos desse pentdgono. O que
vocé observa?
Um pentagono que possui todos os lados e
todos os angulos congruentes ¢ chamado
de PENTAGONO REGULAR.

ILustracdo: Lawlor R. 1982, p. 58

O pentagono regular foi também uma forma geométrica bastante explorada pelos povos da
antiguidade. Esta forma significava o simbolo da vida, mais particularmente, o simbolo da vida
humana, como mostra a figura anterior, que relaciona o corpo humano com o pentdgono e o
pentagrama (formado pelas diagonais do pentdgono).

A insisténcia sobre o pentdgono e o pentagrama estd associada a crenca de certos povos
antigos, principalmente os egipcios, que representavam a estrela como tendo cinco pontas, de que o
rei, apos a morte, tornava-se uma estrela.

Atualmente, levantou-se uma hipotese para explicar a relacdo que os povos antigos faziam
entre a forma pentagonal e o seu poder de protecdo. Em tempos muito remotos, nos trabalhos de
colheitas de cereais como o milho, o trigo, etc. ¢ de debulhamento das espigas, os camponeses
inventaram uma forma bem pratica de proteger seus dedos contra os cortes e arranhdes.

Entrelagavam uma tira de planta para formar um dedal, como mostram as figuras seguintes.




Utilizando uma tira de papel, construa também um dedal.

Percebeu? O pentagono, de PROTETOR FISICO passou, com o tempo, a ser considerado
também um PROTETOR ESPIRITUAL.

Volte a figura da pagina 4 e prolongue todos os lados do pentdgono que vocé tragou, em
ambos os sentidos, até que esses prolongamentos se cruzem dois a dois. Que figura se formou?

Ligue, novamente, os vértices dessa nova figura. Que figura se formou? E, parece que a
estrelinha banal comega a se tornar uma figura interessante. Para além de seus poderes misticos,
parece que vale também a pena explorar suas PROPRIEDADES GEOMETRICAS. Foi o que
fizeram os pitagoricos. Por ora, teremos que abandonar a estrelinha. Mas futuramente, ela voltara a

brilhar.

3. A descoberta de Hipasus e a ira dos deuses

Os pitagoricos comprometiam-se a severa obediéncia e faziam um sagrado juramento de
jamais revelar um segredo. As lendas nos contam, porém, que Hipasus de Metapontum, um
pitagorico que viveu por volta de 500 a.C., foi o primeiro a descobrir a existéncia dos nimeros
irracionais e que, mais tarde, ele perdeu-se € morreu no mar como puni¢ao dos deuses, pelo fato de
ter revelado a sua descoberta para outras pessoas.

As lendas acrescentam ainda, que as pessoas que divulgaram os numeros irracionais
morreram, todas, num naufrdgio porque o inexprimivel (aquilo que ndo se pode exprimir), o
informe (aquilo que ndo tem forma), deve ser mantido em absoluto segredo e os corpos das pessoas
que os divulgaram devem permanecer eternamente boiando nas ondas do mar.

Conta-se ainda, que os pitagoricos expulsaram Hipasus de sua escola e ergueram um timulo
a cle, como se estivesse morto.

Existem muitas historias parecidas com essa na literatura mitologica. A primeira forma de
explicacdo dos fendmenos que acontecem na natureza, surgida nas sociedades muito antigas, € o
mito. O mito ¢ muitas vezes uma historia com personagens sobrenaturais, os deuses. Conta-se por
exemplo, que Prometeu (personagem da antiga mitologia grega) roubou dos deuses o segredo do
fogo e o revelou aos homens. Zeus castigou-o, mandando Hefaistos acorrentd-lo a uma montanha,
onde uma aguia devorava continuamente seu figado.

Como castigo aos homens, os deuses criaram a mulher: Pandora, com uma caixa que, aberta,
espalhou entre os homens todos os sofrimentos. Prometeu depois foi libertado por Hércules. A
histéria de Adao e Eva também ¢ parecida.

Pelo fato de terem comido o fruto da Arvore da Sabedoria foram expulsos do Paraiso por

Deus.



Como vocé estd notando, a divulgacdo dos conhecimentos para todos os homens sempre
provocou a ira dos "deuses". Tanto antigamente quanto hoje em dia. Isso porque a posse do
conhecimento significa poder sobre os homens que nao o possuem.

Mas como diz o professor Landes, "Addo e Eva perderam o paraiso por terem comido o
fruto da Arvore da Sabedoria: mas niio perderam a sabedoria. Prometeu foi punido, e também toda a
humanidade, pois Zeus enviou Pandora, com a caixa dos males, para anular as vantagens do fogo;
mas Zeus nunca obteve o fogo de volta".

Da mesma forma, Hipasus foi punido por ter revelado ao mundo a descoberta dos
irracionais. Mas exatamente por isso, devido a sua ousadia, outros homens puderam conhecer sua
descoberta e aperfeicod-la ao longo do tempo. Mas por que razdo a ousadia de Hipasus provocou o
odio dos pitagoricos?

Qual o significado da descoberta de Hipasus? Como fez essa descoberta? Por que as lendas
se referem aos irracionais como "inexprimiveis", "informes"? E o que vocé sabera ao estudar esta
unidade. Estudando-a, vocé também podera provar o sabor do fruto proibido. Vocé quer?

O objetivo das atividades seguintes é fazer com que vocé verifique se, dados dois quadrados
quaisquer, é sempre possivel construir um unico quadrado cuja drea seja igual a soma das dreas

dos dois quadrados dados.

Atividade 1
a) Para cada par de quadrados seguintes, construa a direita um unico quadrado cuja area seja igual a

soma das areas dos quadrados dados.
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b) Vocé acha que ¢ possivel construir um tnico quadrado cuja 4rea seja igual a soma das areas de

dois quadrados quaisquer? Justifique sua resposta.

4. Povos antigos e quadrados dentados

Nao se sabe exatamente quando, onde e nem como foi feita essa descoberta ... mas 0s povos
antigos deram uma resposta afirmativa a questdo anterior, isto ¢, afirmaram que ¢ sempre possivel
construir um unico quadrado que ocupe a mesma area que a de dois quadrados dados, juntos. Mas
serd que essa afirmacao ¢ realmente verdadeira? Serd que os povos antigos realmente tinham razao?
A seqiiéncia de atividades seguintes tem o objetivo de fazer com que vocé possa verificar se essa
afirmacdo ¢ ou ndo verdadeira. O caminho que iremos seguir basicamente nos trabalhos do
professor mogambicano Paulus Gerdes e este, por sua vez, parte da observagdao dos trabalhos de
cestarias, ceramicas, bordados e padrdes ornamentais de povos muito antigos e atuais. Alguns

desses padrdes estdo desenhados a seguir.

Fig.1 - Fig.2

Padnao de Rondado Tnea

ILushugao:(nndes,R - 1987 ,pp. 153 _55

Anatobia - 69 mifenio A.C.

Fig-3 Fig. 4

orutamente de wra tlaeda
craitcara - 3000 ALC.

Padrac de azulefos a
1 cores - Argelia 1339
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Uma coisa comum que se observa em todos esses padrdes ¢ a presenca de quadrados na
composi¢ao de cada um. Uma outra coisa que se nota, em quase todos eles, € que o contorno desses
padrdes tem sempre a forma de uma escadinha com muitos ou poucos degraus. Vamos, entdo, partir
dessas observagdes. Vamos chamar de quadrado dentado, qualquer quadrado cujos lados tenham a
forma de uma escadinha, composta de varios dentes. Por exemplo, o quadrado dentado da figura 4
deste texto possui 6 dentes. Observe que o interior desse quadrado dentado ¢ composto de

quadrinhos dispostos em linhas e colunas.



A linha ou coluna de um quadrado dentado que possui o maior numero de quadradinhos ¢ a
diagonal do quadrado dentado. Logo, a figura 4 ¢ um quadrado dentado de 6 dentes, cuja diagonal
possui 11 quadradinhos.

Desenhe na rede quadriculada seguinte:

1. Um quadrado dentado de 3 dentes.
2. Um quadrado dentado de 2 dentes.

Quantos quadradinhos existe na diagonal de cada um desses quadrados dentados?

Atividade 2

Observe o quadrado dentado de quatro dentes desenhado a seguir. Utilizando duas cores
diferentes (vermelho e preto), pinte todos os quadrinhos que compdem esse quadrado dentado como
se ele fosse um tabuleiro de xadrez.

Chame o quadrado dentado assim obtido de "quadrado dentado xadrez de quatro dentes".
a) Quantos quadrinhos vocé pintou de vermelho?

b) Quantos quadrinhos vocé pintou de preto?

¢) Tomando o quadradinho como unidade de area, qual ¢ a area ocupada

pelo quadrado dentado xadrez?

d) E possivel construir dois quadrados lisos, um deles contendo s6

quadradinhos vermelhos e o outro s6 quadradinhos pretos que ocupem, —
juntos, a mesma area ocupada pelo quadrado dentado xadrez? Em caso afirmativo, construa-os na

rede quadriculada seguinte.




e) Transforme, se possivel, cada um dos quadrados dentados xadrez seguintes em dois quadrados

lisos que ocupem, juntos, a mesma area que a do quadrado dentado correspondente.
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f) Dado um quadrado dentado qualquer, ¢ sempre possivel transforma-lo em dois quadrados lisos

que ocupem juntos a mesma area que a do quadrado dentado?

Atividade 3

a) Observe o quadrado dentado de dois dentes, inscrito no quadrado liso ABCD | p C

ao lado, cujo lado possui a mesma medida que a diagonal do quadrado dentado.

Quem ocupa maior area: o quadrado dentado ou o quadrado liso? Explique por

que.

b) Observe o quadrado dentado de dois dentes, e o quadrado liso EFGH onde E,

F, G e H sao pontos médios dos lados dos quadradinhos das extremidades das

duas diagonais do quadrado dentado. Quem ocupa maior area: o quadrado

dentado ou o quadrado liso? Por qué?

¢) Observe o quadrado dentado de dois dentes e o quadrado liso PQRS onde P,

Q, R e S sdo vértices dos quadradinhos das extremidades das duas diagonais do

quadrado dentado, ligados conforme a figura ao lado. Quem ocupa maior 4rea: o

quadrado dentado ou o quadrado liso? Por qué?

Atividade 4
a) Considere os quadrados dentados de 3, 4, 5 e 6 dentes abaixo. Para cada um dele trace um

quadrado liso que ocupe a mesma area que eles. Explique porque essas areas sdo iguais.



b) Dado um quadrado dentado com um numero qualquer de dentes, ¢ sempre possivel construir um

quadrado liso que ocupe a mesma area que ele? Como?

Atividade 5

O objetivo desta atividade é fazer com que vocé continue verificando se, dados dois
quadrados lisos, ¢ sempre possivel construir um unico quadrado liso que ocupe a mesma drea que
ambos. Para isso, tente construir um quadrado dentado que ocupe a mesma area que a dos dois
lisos juntos. Em seguida, transforme esse quadrado dentado em um unico quadrado liso de mesma
drea que o dentado.

Utilizando esse método, resolva novamente os 5 itens da 1% atividade. Ele funciona para

todos os casos?



O objetivo das atividades seguintes é fazer com que vocé aprenda, tendo por base o método
anterior, um novo método que permita transformar dois quadrados lisos quaisquer num unico

quadrado liso equivalente a ambos.

Atividade 6
Considere os quadrados lisos ABCD e BFGH seguintes.




a) Construa na rede quadriculada anterior o quadrado dentado cuja area equivale as areas dos
quadrados ABCD e BFGH juntos.

b) Sobre esse quadrado dentado construa o quadrado liso cuja area equivale as areas dos quadrados
ABCD e BFGH juntos.

c¢) Na figura seguinte, o quadrado PGRD construido no item anterior, estd sobreposto aos quadrados
ABCD e BFGH, de modo que o maior nimero possivel de vértices do quadrado PGRD pertence aos
lados dos quadrados ABCD e BFGH. Além disso, o segmento BH, que ndo aparece na figura, foi

prolongado de modo a obter o segmento HR. Analisando a figura responda:

A
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1. Apds a sobreposi¢cdo, quantos vértices do quadrado PGRD pertencem aos lados dos quadrados

ABCD e BFGH? Quais sao eles?

2. Apos a sobreposi¢do, qual € a relacao que existe entre os segmentos AP e BF?

3. Os triangulos APD e HGR ocupam a mesma area? Justifique sua resposta.

4. Os triangulos FGP e CRD ocupam a mesma area? Justifique sua resposta.

5. O poligono AFGHCD ocupa a mesma area que o quadrado PGRD? Justifique sua resposta.

6. Descreva um método de se decompor o poligono AFGHCD (obtido pela justaposi¢ao dos
quadrados ABCD e BFGH) de modo que as partes assim obtidas cubram exatamente o quadrado

PGRD.

Atividade 7
Utilizando apenas régua e compasso e o método descrito na atividade anterior, construa

diretamente o quadrado cuja drea ¢ a soma das areas de cada par de quadrados seguintes:
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d) Construa dois quadrados quaisquer e o quadrado cuja area seja igual a soma das areas dos dois

quadrados construidos.

O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé verifique, utilizando o método
anteriormente aprendido, se as dreas dos quadrados construidos sobre os catetos de um triangulo

retangulo é igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa desse mesmo triangulo.

Atividade 8
Como vocé ja sabe, a figura ao lado representa o método de disseccdo de dois quadrados

para se obter um unico quadrado equivalente a ambos.

H

a) Explique por que o triangulo APS ¢ um triangulo retangulo.
b) Quantos quadrados existem na figura?

¢) Qual ¢ o quadrado da figura cujo lado possui a mesma medida que a do cateto AP do triangulo

APS?



d) Qual ¢ o quadrado cujo lado possui a mesma medida que a do cateto AS do tridngulo APS?

e) Qual ¢ o quadrado cujo lado possui a mesma medida que a da hipotenusa PS do tridngulo APS?

f) Observando a figura, explique por que ¢ verdade a afirmacdo de que, num tridngulo retangulo, a
area do quadrado construido sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos quadrados construidos

sobre os catetos.

5. O Teorema de Pitagoras que nao é de Pitagoras

A afirmacgdo anterior, que vocé€ comprovou ser sempre verdadeira, de que num triangulo
retangulo qualquer, a area do quadrado construido sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos, ¢ conhecida atualmente pelo nome de Teorema de
Pitagoras.

Mas sabe-se, hoje, que ¢ bastante improvavel que Pitagoras ou outro pitagdrico a tenha
descoberto.

Essa relagdo, pelo menos para alguns tridngulos retangulos, ja era conhecida pelos
babilonicos e provavelmente, pelos egipcios e outros povos ha milhares de anos antes de Pitagoras.

Mas ¢ provavel que os pitagoricos tenham dado a primeira prova de que essa afirmagao era
valida para qualquer tridngulo retangulo.

E os povos antigos realmente tinham razao, pois o "Teorema de Pitdgoras" ¢ equivalente a
afirmacao de que ¢ sempre possivel construir um Unico quadrado que ocupe a area que a de dois

quadrados dados, juntos.

Atividade 9

a) A area do quadrado construido sobre um dos catetos de um tridngulo retdngulo é 9 cm’ ¢ a area
do quadrado construido sobre o outro cateto ¢ de 16 cm”. Determine a area do quadrado construido
sobre a hipotenusa desse tridngulo retangulo e a medida de cada um de seus lados.

b) A area do quadrado construido sobre a hipotenusa de um tridngulo retingulo ¢ 100 cm” e a 4rea
do quadrado construido sobre um de seus catetos ¢ 36 cm’. Determine a 4rea do quadrado
construido sobre o outro cateto desse triangulo retangulo e a medida de cada um de seus lados.

c¢) Determine, para cada tridangulo retangulo abaixo, a medida do lado desconhecido.



9em 12cm

24cm

h_v

5cm

d) Dois ciclistas partem de um mesmo local, sendo que um deles segue por uma estrada retilinea
para o norte e o outro por uma estrada retilinea a leste. Determine a distancia que os separa depois
de duas horas, sabendo que pedalam a uma velocidade constante de 9 Km/h e 12 Km/h
respectivamente.

e) Uma escada de 3,75 m de comprimento esta apoiada em uma parede e seu pé dista 2,25 m da
parede. A que altura do chdo a escada chega?

f) Na época de colheita de forragens, alguns povos que vivem em montanhas amarram e soltam os
feixes de feno numa roda-polia, que desliza até o vale por um cabo de ferro, como na figura abaixo.
Sabendo que o desnivel entre o ponto do qual a polia € solta e o ponto mais baixo que ela atinge ¢

de 1600 m e que a distancia horizontal ¢ de 3000 m, qual deve ser o comprimento do cabo?

Castelnuovo, E. - 1966, p. 204

g) Numa cidade localizada a 2100 m de altitude (ponto C da figura), partem dois teleféricos: um em
dire¢do ao pico F de uma montanha e o outro em direcdo ao pico P de uma outra montanha. Os
pontos F e P tém, respectivamente, comprimentos iguais a 1000 m e 625 m. Que comprimento teria

o trajeto PF de um teleférico que unisse diretamente os pontos P e F?




h) Verifique se o Teorema de Pitdgoras ¢ valido para tridngulos que ndo sejam retangulos. Para isso,
construa numa folha de papel pelo menos um tridngulo obtusangulo e um acutangulo e compare as

areas dos quadrados construidos sobre seus lados.

6. O nimero governa o universo

Pela atividade anterior vocé deve ter sentido a forga do Teorema de Pitdgoras. Os povos
antigos também a sentiram. Isso porque ele aplicava-se na construgdo de habitac¢des, na arquitetura,
na agrimensura, na constru¢ao de canais, na abertura de tineis, na astronomia, etc.

Devido, justamente, as inimeras aplicagdes materiais, os homens antigos também levaram o
Teorema de Pitdgoras para o dominio das antes.

Retrataram-no através de seus desenhos, pinturas e tapecarias.

Explique porque os trabalhos a seguir podem representar casos particulares do Teorema de

Pitagoras.

Fadrao de
ceramica Halaf
69 milenio A.C.

N/

BAOLIND FASSO

/ \

ZIMBABWE MADAGASCAR
|Lustro?c~|o: Gerdes . P. - 1987 —pp.148 —49

E como nao poderia deixar de acontecer, levaram-no também ao plano religioso, atribuindo-
lhe um significado mistico. Nas religides antigas era bastante comum combinar varios deuses afim
de se obter um tUnico deus. Assim como, para fins misticos, era familiar entre eles atribuir valores
numéricos a cada letra do alfabeto e determinar o valor de uma palavra através da soma dos valores
das letras que a compdem, ¢ bastante provavel que identificassem os deuses com quadrados e a
determinagdo do "valor" de um deus através da soma das areas dos quadrados que representassem

os deuses geradores daquele deus.



Em um dos livros sagrados dos hindus, por exemplo, acha-se escrito que "no comeco Rishis
criou 7 pessoas separadas que eram identificadas com quadrados" e depois acrescenta: "Facamos
destas 7 pessoas um unica pessoa!".

Sabe-se também que os egipcios sabiam que o triangulo de lados 3, 4 ¢ 5 unidades era um
triangulo retangulo e associavam os catetos desse triangulo com seus deuses Osiris (o deus morto
que gerou um filho no mundo dos mortos) e Isis (mulher de Osiris) e a hipotenusa, com o deus em
forma de falcio chamado Hoérus (filho de Osiris e Isis), cuja encarnagéo era o farad que governava o
povo egipcio.

Entre os gregos, o Teorema de Pitdgoras foi relacionado com o casamento.

Mas se as palavras podiam ser reduzidas a numeros e, através destes, fazer prognosticos a
respeito das vidas das pessoas, se os proprios deuses podiam ser reduzidos a numeros, através da
comparacdo que o Teorema de Pitdgoras estabelecia entre eles, ndo foi dificil a partir dessas
crencas, levantar e defender uma outra crenca bem mais audaciosa: "Tudo na natureza se reduz a
numeros".

"A tudo corresponde um numero e tudo pode ser explicado através do nimero".

Foi essa a bandeira erguida por Pitagoras e defendida pelos pitagoricos, que encararam essa
crenca como uma verdade absoluta. Vocé deve estar achando bastante estranha essa afirmagdo de
que tudo € nimero. Mas as pessoas que viveram na época de Pitdgoras também a acharam. Conta-se
que, certo dia, alguém pediu a um pitagérico chamado Eurytos, para lhe provar que o homem ¢ um
numero. O que fez Eurytos? Pegou uns pedacinhos de pedra e com eles formou o contorno de um
homem. Em seguida, colocou um a um os pedacinhos de pedra sobre o contorno, contou-os: 1, 2, 3,
... chegando a um niimero. Por exemplo, 666. Disse entdo, esse homem ¢ 666!

Vocé deve estar pensando... Mas seria Eurytos assim tdo imbecil para ndo perceber que o
homem ¢é "muito mais" do que um nimero por maior que este possa ser? E claro que tanto Eurytos
quanto os pitagoricos ndo eram assim tio ingénuos. Como entender entdo os seus propositos? E
claro que ele ndo queria dizer que o homem ¢ apenas um numero. Mas, na guerra, na economia, na
politica ¢ possivel que ele considerasse os homens como quantidades limitadas, assim como sdo as
figuras e os numeros. Nao € esse o segredo do poder? Segundo um matematico de nossa época, ¢
necessario ver nesses pitagéricos os ancestrais de nossos tecnocratas frios, distantes, impessoais,
desumanos. O homem, para esses tecnocratas, ndo passa de uma matricula, de um nimero, de uma
informacao: nome, sobrenome, data ¢ local de nascimento, endereco. Os tecnocratas, com seus

calculos, ndo fazem o mesmo que Eurytos com suas pedrinhas?



A crenga de que "tudo ¢ um niimero", portanto, ndo havia caido do céu. Ela tinha objetivos
politicos claros; um deles sendo o de conduzir o homem e a politica por simples manipulagado
baseada no nimero e na figura.

Para isso, Pitagoras acaba identificando o ponto da geometria com o numero da aritmética.
Dai por diante, vé um ponto quando se fala do nimero 1, e imediatamente imagina o nimero 3
quando vé trés pontos. Estranha associa¢cdo ndo ¢ mesmo? Como Pitagoras chegou a ela?

Foi observando as estrelas do céu que ele teve a idéia de identificar pontos e numeros. Ele
verificou que uma constelagdo como a Ursa Maior, por exemplo, ¢ representada, por simples pontos
de estrelas. Veio-lhe, entdo, naturalmente, a ambigdo de representar toda forma por uma figura. E
reduzindo toda figura a uma constelacdo de pontos, ¢ claro que toda forma geométrica se reduziria a
um conjunto de pontos. Em seguida, Pitagoras observa que a forma da constelagdo podia ser
definida por dois aspectos: um deles dizia respeito ao nimero de estrelas (conceito de nimeros-
pontos) e o outro dizia respeito a estrutura da constelacdo (conceito de figura-pontos). Dessa forma
chegou a no¢ao de nimeros figurados. Assim, o trés serd o tridngulo, o quatro o quadrado, o cinco o
pentagono e assim por diante.

Mas além do teorema que leva seu nome, Pitdgoras, trabalhando com esses nuimeros
figurados (as estrelas-pontos), acabou descobrindo relagdes matematicas que reforcaram ainda mais
a crenca de que "tudo ¢ nimero". Uma dessas descobertas afirmava que os tridngulos equilateros

cada vez maiores, construidos com pontos-estrelas, podem ser obtidos a partir dos menores, e que

*
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essa constru¢do podia ser expressa através de uma soma de nimeros. Para compreender essa
descoberta, observe as formagdes triangulares seguintes:

Se vocé comparar essa seqiiéncia de "niimeros triangulares", isto ¢, a seqiiéncia 1, 3, 6, 10,
15, 21, etc. com a seqiiéncia dos numeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, ... vocé observara que: a soma dos
dois primeiros numeros naturais ¢ igual ao segundo nimero triangular, isto ¢, 1 + 2 = 3; a soma dos
trés primeiros nimeros naturais ¢ igual ao terceiro numero triangular, isto é, 1 + 2 + 3 = 6, e assim
por diante.

Dai, para obter o segundo triangulo da série, basta acrescentar 2 pontos ao primeiro; para se

obter o terceiro, basta acrescentar 3 pontos ao segundo e assim por diante.



De forma semelhante, os pitagdricos falavam em "numeros quadrados". Observe os

quadrados abaixo, construidos com pontos isolados:

P
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+3 +5 +7 +9

Os pitagoricos descobriram que um quadrado qualquer da série poderia ser obtido, somando-
se um numero impar de pontos ao quadrado anterior.

Como se nao bastasse isso, 0s pitagoricos descobriram a existéncia de uma relagdo entre os
numeros triangulares e os nimeros quadrados. Descobriram que a soma de dois numeros

triangulares consecutivos ¢ sempre igual a um numero quadrado, isto ¢, a um quadrado perfeito.

* & K % WOk Kk

*Jr % % L X % * SR

* * AR R i
3 + 6 = 9 == 9

Exemplo:

Seguindo um raciocinio semelhante para os demais poligonos regulares (pentagonos,
hexagonos, etc.) os pitagoricos concluiram que o dominio das formas geométricas, isto €, a
geometria, também era governada pelos numeros e que todos os objetos do mundo fisico, eram
construidos de pontos e diferiam apenas na aparéncia, na forma, isto ¢, no arranjo espacial desses
pontos, mas tudo, no fundo, era nimero.

Todas as descobertas dos pitagoricos pareciam reforgar essa crenca. Mas uma delas acabou
dando o arremate final. Ela se deu no dominio da musica.

Se vocé pressionar com o dedo exatamente o ponto médio de uma corda de um violdo, a
nota emitida pela corda assim pressionada estd a uma oitava a cima da nota que essa mesma corda
emitiria se ndo fosse pressionada em ponto algum. Em outras palavras, dividindo um pelo outro os

comprimentos dos seguimentos formados na corda, depois e antes de ser pressionada, a fim de que

1

ela emita sons em intervalos de oitava, obtemos a fragcao 5 .



Para que a corda emita sons em intervalos de quinta (de do a sol, de sol a r¢, de ré a 14, etc.),
basta dividi-la em trés partes iguais e pressiona-la a uma distancia equivalente a 2 dessas partes, isto

¢, dividindo um pelo outro os comprimentos dos seguimentos formados na corda, depois e antes de
ser pressionada, a fim de que ela emita sons em intervalos de quinta, obtemos a fragdo — . E assim

por diante.
Pronto! Os niimeros governavam até mesmo os sons. A harmonia musical ¢ nimero. Tudo
no universo ¢ harmonia e nimero. Haveria algo que pudesse destruir essa harmonia? De por abaixo

essa crenca?

Atividade 10

Suponha que os seguimentos de retas KL e PJ abaixo representem dois trechos de uma
mesma estrada.

Esses seguimentos devem receber placas de sinalizacdo, em toda a sua extensdao, de modo
que:
1. As distancias entre as placas, em ambos os trechos, sejam iguais;

2. As placas, em ambos os trechos, sejam colocadas a maior distdncia possivel uma da outra.

Utilizando apenas um compasso tente determinar, em ambos os segmentos, os pontos onde

essas placas devem ser colocadas.

K L

O objetivo das atividades seguintes é fazer com que vocé aprenda um método para achar

um seguimento de reta que caiba um numero inteiro de vezes em dois segmentos quaisquer dados.

Atividade 11
Considere os segmentos MN e PQ abaixo. Utilizando um compasso para transportar
segmentos execute os itens seguintes.

M N




1. Extraia o segmento PQ do segmento MN o maior nimero possivel de vezes.
2. Ap0s a subtracdo anterior existiu alguma sobra?
3. O segmento PQ ¢ divisor do segmento MN? Por qué?

4. O segmento PQ ¢ divisor de si proprio? Por qué?

5. O segmento PQ ¢ divisor comum de MN e P_Q ? Por qué?

6. Poderia existir um segmento maior do que P_Q que também fosse divisor comum de MN e
PO ? Por qué?

7. Qual é o segmento que é o maior divisor comum de MN ¢ PQ?

Atividade 12
Considere os segmentos EF e GH abaixo. Utilizando um compasso para transportar
segmentos execute os itens seguintes.

E

"

. Extraia o segmento GH do segmento EF o maior nimero possivel de vezes.
. Ap0s a subtracdo anterior, existiu alguma sobra?
. O segmento GH ¢ divisor do segmento EF? Por qué?

. Tome no compasso o segmento IF correspondente a sobra encontrada no item a.

. Ap0s a subtracdo anterior, existiu alguma sobra?

1
2
3
4
5. Extraia o segmento IF do segmento GH o maior nimero possivel de vezes.
6
7. O segmento IF ¢ divisor do segmento GH? Por qué?

8

. O segmento IF ¢ divisor do segmento EF? Por qué?

. O segmento IF ¢ divisor comum de EF ¢ GH ? Por qué?

Ne)

10. Existe um segmento maior do que IF que também seja divisor comum de EF ¢ GH ? Por

que?

11. Qual ¢ o segmento que ¢ o m.d.c. (maior divisor comum) de EF ¢ GH?



Atividade 13
Considere os segmentos AB e CD abaixo. Utilizando um compasso para transportar
segmentos execute os itens seguintes.

A B

—

. Extraia o segmento CD do segmento AB o maior nimero possivel de vezes.

. Ap0s a subtracdo anterior existiu alguma sobra?

. O segmento CD ¢ divisor do segmento AB? Por qué?

. Tome no compasso o segmento EB correspondente a diferenca encontrada no item a.
. Extraia o segmento EB do segmento CD o maior nimero possivel de vezes.

. Ap0s a subtracdo anterior existiu alguma sobra?

. O segmento EB ¢ divisor do segmento CD? Por qué?

. Tome no compasso o segmento FD correspondente a sobra encontrada na item e.
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. Extraia o segmento FD do segmento EB o maior nimero possivel de vezes.
10. A subtragdo anterior deixou alguma sobra?

11. O segmento FD ¢ divisor do segmento EB? Por qué?

12. O segmento FD ¢ divisor do segmento CD? Por qué?

13. O segmento FD ¢ divisor do segmento AB? Por qué?

14. O segmento FD ¢ divisor comum dos segmentos AB e CD? Por qué?
15. Existe um segmento maior que CD que seja também divisor comum de AB e CD? Por qué?

16. Qual ¢ o segmento que ¢ o m.d.c. entre AB ¢ CD?

17. Volte a atividade 29 e resolva o problema da colocacao das placas de sinalizagdo nas estradas

KL e PJ.

7. O Método das subtracoes Sucessivas

Nas atividades de 11 a 13 vocé verificou que para encontrar o segmento que seja 0 maior
divisor comum entre dois segmentos dados fazemos o seguinte:
1. Subtraimos o segmento menor do segmento maior o maior nimero possivel de vezes. Caso essa
diferenca seja zero, isto €, caso o segmento menor caiba um niimero exato de vezes no maior, entao,

o m.d.c. entre eles sera o segmento menor.



2. Caso a diferenca anterior ndo seja zero, isto ¢, caso haja sobra, subtraimos o segmento
correspondente a essa sobra do segmento menor, o maior niumero possivel de vezes. Caso o
segmento correspondente a essa sobra caiba um numero exato de vezes no segmento menor, entdo,

o m.d.c. entre os segmentos dados sera essa primeira sobra encontrada.
3. Caso isso ndo se verifique repete-se o processo até encontrar uma diferencga zero.

Esse método de determinacdo do segmento maior divisor comum entre dois segmentos
dados, chamado método das subtracoes sucessivas, ja era conhecido e utilizado ha muito tempo
antes de Cristo.

Esse método também se aplica para a determinagdo do maior divisor comum entre dois ou
mais nimeros naturais.

Sempre que for possivel encontrar o maior divisor comum entre dois segmentos, eles serdo
chamados de SEGMENTOS COMENSURAVEIS, pois ¢ possivel expressar a medida de um deles

utilizando o outro como unidade de medida.

Atividade 14

a) Utilizando o método das subtracdes sucessivas e as barrinhas amarela e marrom, mostre
geometricamente e aritmeticamente que dois segmentos de retas cujas medidas sdo 4u e 6u, sdo
comensuraveis. Diga também qual ¢ a medida do maior segmento que cabe exatamente em ambos
a0 mesmo tempo.

b) Utilizando as barrinhas dourada e amarela, faga 0 mesmo para mostrar que dois segmentos cujas
medidas sdo 10u e 4u sao comensuraveis. Qual é o m.d.c. entre ambos? Qual ¢ a medida do maior
quando se usa o menor como unidade?

c) Utilizando compasso e calculadora, mostre geometricamente e aritmeticamente que dois
segmentos de medidas 2,2u e 1,3u sdo comensuraveis. Qual ¢ o m.d.c. entre ambos? Qual ¢ a
medida do maior quando se usa o menor como unidade? Expresse essa medida em fragdo e nimero

decimal.

3
d) Faca o mesmo para mostrar que dois segmentos de reta cujas medidas sao —u e 0,666...u sdo

comensuraveis. Diga qual ¢ o m.d.c. entre ambos. Expresse em fracdo e em nimero decimal, a

medida do maior desses segmentos, quando se utiliza 0 menor como unidade.



e) Trabalhando com as barrinhas coloridas, dé varios exemplos que mostrem que ¢ verdadeira a

seguinte afirmagao:
Se a e b sdo dois segmentos comensuraveis € d um segmento que cabe um
numero inteiro de vezes em ambos, entdo, d cabe também um numero
inteiro de vezes em todos os segmentos obtidos ao se aplicar o0 método das
subtracdes sucessivas aos segmentos a € b.

f) Considere o quadrado ABCD ao lado. Vocé acha que o lado desse quadrado e a sua diagonal AC

sao segmentos comensuraveis? Por qué?

g) Considere o pentdgono regular ao lado. Vocé acha que o lado desse pentagono e a sua diagonal

DS sao segmentos comensuraveis? Por qué?

8. A volta da estrela

Ao executar a atividade anterior vocé sentiu que o método das subtragdes sucessivas, pelo
menos no seu aspecto aritmético, ¢ bastante eficiente. Mas vocé notou também que esse método,
quando empregado geometricamente, deixa bastante a desejar.

Isso porque, na maioria dos casos, quando a diferenga entre os segmentos vai se tornando
muito pequena, ¢ muito dificil, sendo impossivel, tomar esses segmentos no compasso ou na régua.

Mas os gregos antigos ndo possuiam calculadoras e nem um sistema de numeragdo que lhes
permitisse efetuar calculos rapidamente. Trabalhavam apenas com uma régua sem escala e um

compasso €, por essa razdo, aplicavam o método das subtragdes sucessivas em sua versao



geométrica. Mas mesmo assim chegaram a uma conclusdo que, talvez, vocé também tenha chegado
ao executar a atividade anterior: a de que qualquer par de segmentos sdo sempre comensuraveis. Os
pitagoricos também assim pensavam e isso estava de acordo com a crenca que tinham de que tudo
poderia ser expresso por numeros.

Mas Hipasus de Metapontum, um pitagérico que dirigiu a escola pitagorica logo apds a
morte de Pitdgoras, por volta de 500 anos a.C., abalou os alicerces dessa escola, quando divulgou
entre os gregos a descoberta d¢ SEGMENTOS INCOMENSURAVEIS.

Isso significa que, dados dois segmentos de reta, nem sempre ¢ possivel achar um terceiro
segmento que caiba um nimero inteiro de vezes nos dois primeiros.

Vocé deve estar pensando de que maneira Hipasus teria feito uma tal descoberta, tdo
chocante! Vocé quer entender?

Entdo, j& € hora de nossa estrela, que foi abandonada no inicio deste estudo, voltar a brilhar.

Atividade 15
Considere a estrela de cinco pontas abaixo, inscrita numa circunferéncia. Os vértices S, A,
U, D, E da estrela foram obtidos, dividindo-se a circunferéncia em cinco partes iguais.
a) Qual é a medida dos arcos SA, AU, UD, DE e ES? o o
b) Utilizando uma régua, trace os segmentos SA, AU, UD,
DE e ES. Qual ¢ o nome do poligono obtido?

c) Considere 3 pontos diferentes de uma circunferéncia. Se
um deles for vértice de um angulo e os lados desse angulo
passarem pelos outros dois pontos, entdo, o arco situado no
interior desse angulo ¢ chamado arco inscrito nesse angulo.

1. Nomeie todos os angulos da figura ao lado nos quais

o arco SA estd inscrito.

2. O arco SA estd inscrito no angulo ACS? Por qué?

3. Nomeie todos os angulos da figura nos quais o arco ES esta inscrito.

4. Nomeie todos os angulos da figura nos quais o arco SD esta inscrito.

5. Utilizando um transferidor meca todos os angulos nos quais o arco SA estd inscrito. Que

relacdo existe entre a medida de cada um desses angulos e a medida do arco neles inscrito?

d) Pinte de azul os triangulos SCA, AFU, UGD, DHE e EBS e de vermelho os tridngulos SCB,
AFC, UGF, DHG e EBH da figura.



e) Sem utilizar transferidor, anote na figura as medidas de todos os angulos que tém vértice nos

pontos S, A, U, D, E, B, C, F, G e H. Explique como vocé determinou essas medidas.

f) Explique por que todos os tridngulos pintados de azul sdo isdsceles e congruentes.

g) Explique por que todos os triangulos pintados de vermelho sdo isdsceles e congruentes.

h) Explique por que o poligono BCFGH ¢ um pentagono regular, isto ¢, um pentdgono que possui

todos os lados congruentes e todos os angulos internos congruentes.

1) Trace todas as diagonais do pentagono BCFGH e verifique que uma nova estrela € um novo

pentagono se formaram. Explique porque todos os novos tridangulos que se formaram sao isdsceles.
O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé verifique, utilizando o método das

subtragoes sucessivas, que o lado DE e a diagonal DS do pentigono SAUDE sdo segmentos

incomensuraveis.

Atividade 16
Considere a série de pentdgonos e pentagramas da figura seguinte. As afirmagdes seguintes

sao todas verdadeiras. Observando a figura tente justificar cada uma delas.

Afirmacao 1: A diferenca entre as medidas da diagonal DS e

do lado DE do pentagono SAUDE ¢ igual a medida da

diagonal CH do pentdgono HGFCB.

Afirmacao 2: A diferenca entre as medidas do lado DE do

pentagono SAUDE e da diagonal CH do pentdgono HGFCB ¢

igual a medida do lado HB do pentagono HGFCB.

Afirmacao 3: A diferenca entre as medidas da diagonal CH do
pentagono HGFCB e do lado HB desse mesmo pentagono ¢é

igual a medida da diagonal ZQ do pentagono PQRKZ.
Afirmacao 4: Se existir um segmento de medida x que caiba um niimero inteiro de vezes no lado e
na diagonal do pentdgono SAUDE, entdo, x deverd caber um niimero inteiro de vezes nos lados e
nas diagonais de todos os pentdgonos da figura e de todos os pentagonos cada vez menores que
pudermos imaginar.

Afirmacao S: Mas esse segmento X nao existe, isto ¢, sua medida ¢ zero. Logo, o lado e a diagonal

do pentagono SAUDE sao segmentos incomensuraveis.

9. A queda de uma crenca
O mesmo raciocinio desenvolvido por vocé nas duas atividades anteriores deve ter sido,

provavelmente, utilizado por Hipasus para convencer os seus contemporaneos da existéncia de



segmentos incomensuraveis. Mas essa prova ndo teve apenas uma importancia matematica. Ela teve
também conseqiiéncias filosoficas, pois ela se chocava com a crenga pitagorica de que para tudo
existia um nimero. Mas que numero haveria para expressar a medida da diagonal de um pentagono
quando se usa o seu lado como unidade de medida?

Segundo Hipasus, ndo haveria nimero algum! E isso os pitagoricos ndo poderiam aceitar.
Agora, podemos entender a causa do 6dio que os pitagdricos sentiram por Hipasus, porque
ergueram-lhe um timulo sem que estivesse morto e porque expulsaram-lhe da escola.

Vocé deve estar perguntando: mas o que ha de mal em se desmentir uma crenga? Acontece
que essa crenca dava sustentacdo a dominagdo politica exercida pela escola pitagorica. E a queda
dessa crenga abria a possibilidade das pessoas questionarem essa dominagdo. O que estava em jogo
ndo era mais a ciéncia, mas o poder. Um poder do qual os pitagoricos nao queriam abrir mao. O
carater aristocratico e fechado da escola pitagorica ja havia motivado uma revolta popular na cidade
de Crotona na qual parece ter perdido a vida o proprio Pitdgoras. Agora ja ndo havia mais nem
menos um motivo "cientifico" para manter essa dominagao.

Como disse um matematico da atualidade, "pela primeira vez na histéria da humanidade, um
contra-poder matematico vem desestabilizar um poder que se fundamentava na matematica". E
claro que esse contra-poder foi a descoberta de Hipasus.

Mas, como se ndo bastasse isso, a descoberta de Hipasus iria abalar também aquilo que os
pitagoricos julgavam ter sido a sua maior e mais bela descoberta: o Teorema de Pitdgoras. Ao

executar as atividades vocé sabera porque.

Atividade 17

O objetivo desta atividade ¢ o de verificar, pelo

O

método das subtragdes sucessivas, se o lado BC ¢ a
diagonal AC do quadrado ABCD ao lado, sdo ou nao
segmentos comensuraveis. O quadrado AEFG, foi
construido de tal modo que a medida do lado ¢ igual a
diferenca entre as medidas da diagonal e do lado do

quadrado ABCD. O quadrado AHIP foi construido de

[T]

tal modo que a medida de seu lado ¢ igual a diferenca /

entre as medidas da diagonal e do lado do quadrado QI H F
AEFG. O lado do quadrado AQJK ¢ igual a diferenca
entre as medidas da diagonal e do lado do quadrado

AHIP.



Diga se cada uma das afirmagdes seguintes € ou ndo verdadeira, e justifique suas respostas.

Afirmacgao 1: A diferenca entre as medidas da diagonal AC e do lado BC do quadrado ABCD ¢
igual a medida do lado AE do quadrado AEFG.

Afirmacao 2: A diferenca entre as medidas dos lados BC do quadrado ABCD e do lado AE do
quadrado AEFG ¢ igual a medida da diagonal AF do quadrado AEFG.

Afirmacao 3: m(ﬁ) - m(ﬁ) = m(ﬁ)
Afirmacao 4: m(ﬁ) - m(ﬁ) = m(ﬁ)

Afirmacio 5: Se existir um segmento de medida x que caiba um niimero inteiro de vezes no lado e
na diagonal do quadrado ABCD, entdo, x devera caber um niimero inteiro de vezes nos lados e nas
diagonais de todos os quadrados da figura e de todos os quadrados cada vez menores que pudermos

imaginar.

Afirmacao 6: Mas esse segmento X nao existe, isto ¢, sua medida ¢ zero. Logo, o lado e a diagonal

do quadrado ABCD sao segmentos incomensuraveis.

Atividade 18
Considere novamente o quadrado ABCD da atividade anterior.
a) Qual ¢ a medida da diagonal desse quadrado, se seu lado mede 1u?
b) Utilizando uma calculadora, verifique se a resposta que vocé deu no item anterior verifica o
Teorema de Pitagoras. Caso nao satisfaca, tente outras respostas e tente levantar alguma explicacao

para o que esta acontecendo.

10. Uma lacuna na reta

Parece que ao executar a atividade anterior vocé se deparou com um problema sério! Vamos
retoma-lo e tentar compreender a natureza dessa dificuldade. Qual ¢ a medida da diagonal AC do
quadrado ABCD cujo lado mede 1u ? Ou, o que da no mesmo: qual ¢ a medida da hipotenusa AC

do tridngulo retangulo isésceles ABC, cujos catetos medem lu ?



E claro que ndo podemos duvidar da existéncia de um tal tridngulo, uma vez que podemos construi-
lo com régua e compasso. E se esse tridngulo existe, deve também existir algum nimero que
represente a medida da hipotenusa AC. Mas, que nimero € esse? Vamos chama-lo de x. Utilizando
um compasso, podemos transportar a medida da hipotenusa AC para a reta numérica como mostra a

figura a seguir:

v

A
Qo
>

Nk
w
B

Percebemos entdo, que o niumero X, que expressa a medida da hipotenusa, corresponde ao
ponto P da reta numérica. O numero X, portanto, deve ser maior que 1 e menor que 2. Ou melhor,
devera ser maior que 1 € menor que 1,5 pois P esté situado a esquerda do ponto médio do segmento
BM. A partir dai, ndo podemos mais dizer com certeza qual ¢ o valor de X, pois existem infinitos
numeros racionais (sob a forma de fracdo ou de nimero decimal) situados entre 1 e 1,5. Entretanto,
como o triangulo ABC ¢ retangulo, podemos calcular a valor de x através do Teorema de Pitdgoras.

Entao, x>=12+1% Portanto, x> =2.

Como determinar o valor de x nessa equagao?

Basta perguntar qual ¢ o numero que multiplicado por si mesmo produz 2. E ai, a
dificuldade geométrica se transforma numa dificuldade aritmética.

Ja sabemos que 1 <x < 1,5.

Como 1,4 estd entre 1 e 1,5, suponhamos que x = 1,4.

Como 1,4 o 1,4 =1,96, entdo, x deve ser maior que 1,4 e menor que 1,5. Continuando esse
processo de cerco ao nimero x, chegamos as seguintes conclusoes:

1) x > 1,41 pois 1,41* =1,9881

2) x > 1,414 pois 1,414* = 1,999396

3) x > 1,4142 pois 1,4142%* = 1,999616

4) x > 1,41421 pois 1,41421% = 1,9999899

5) 1,414213 pois 1,414213% = 1,9999984
0) 1,4142135 pois 1,4142135% = 1,9999998

P
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Vocé deve estar pensando que se continuasse esse processo com maquinas calculadoras
mais potentes, talvez até com computadores, chegariamos a seguinte alternativa: ou o processo teria
um final, isto €, conseguiriamos encontrar um nimero cujo quadrado fosse exatamente 2, ou entao,
0 processo nao teria fim. Na primeira hipotese, x seria um nimero racional finito e na Segunda
hipotese x seria um numero racional periodico.

Acontece, entretanto, que as mais potentes maquinas de que dispomos atualmente ndo
poderiam chegar a nenhuma dessas duas alternativas. Isso porque, vocé ja provou que a diagonal e
o lado de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis. Essa afirmacdo geométrica equivale a
seguinte afirmacdo algébrica: ndo existe mimero racional algum que satisfaca a equacdo x° = 2.
Isso significa que mesmo que uma maquina possuisse infinitos digitos (o que seria impossivel)
jamais chegaria a um nimero cujo quadrado fosse exatamente 2.

Essa foi uma outra conseqiiéncia terrivel da descoberta de Hipasus. Isso porque, a linha reta
numerada para os gregos antigos, € também para os pitagdricos, era continua. Isso significa para
eles que era possivel subdividir os intervalos entre os nimeros inteiros em um numero qualquer de
partes iguais e sempre existia um numero fraciondrio ( ou a razdo entre dois inteiros) em
correspondéncia com cada um desses pontos de subdivisdo. Mas que numero fracionario poderia
estar em correspondéncia com o ponto P da figura anterior? Nenhum. Havia um "buraco" na reta. A

reta ndo seria mais continua?

11. A reacao silenciosa: alianca entre os homens?

Ao fazer as atividades anteriores, voc€ deve ter sentido o mal estar causado pela descoberta
de Hipasus entre os pitagoricos. Ela ndo apenas desmentia a crenga de que para tudo existia um
nimero, como também parecia gerar uma série de questdes aparentemente contraditorias.

Se os segmentos incomensuraveis realmente existem, entdo, sera que devemos aceitar
tranqiiillamente que a medida de certos segmentos nao possam ser expressos através de nimeros?

Mas isso ndo parece absurdo, ja que € possivel construir, ver e medir aproximadamente a
diagonal de um quadrado e a diagonal de um pentdgono?

Mas, por outro lado, porque qualquer valor numérico que se atribua a diagonal de um
quadrado, ele nunca satisfaz o Teorema de Pitdgoras?

O Teorema de Pitagoras seria realmente verdadeiro? Mas ele ja ndo havia sido provado
anteriormente?

Diante dessas conseqiiéncias, ndo seria de se estranhar que a primeira reacao dos pitagéricos
diante do fendmeno da incomensurabilidade fosse a de esconder o caso. Onde s6 havia a ganhar

com o debate publico, os pitagoricos instituiram como norma, pelo contrario, o segredo e o siléncio.



Mas esse siléncio ndo durou muito tempo. A partir de entdo, varios ataques foram feitos as
crengas pitagoricas, seus membros se dividiram e a escola caiu no descrédito. E que ironia!

Tudo por causa de uma simples estrela, que era o emblema da escola e simbolizava nada
menos que a ALIANCA ENTRE OS HOMENS.

Mas ndo bastava fazer criticas as crengas pitagoricas. Era preciso também explicar as causas
das contradi¢cdes geradas pelos conhecimentos que eles produziram. Os gregos conseguiram fazer

1sso?

12. A solug¢ao de Dedekind

Nao. Os gregos ndo conseguiram explicar as contradi¢des geradas pelo fenomeno da
incomensurabilidade. Procuraram conviver com elas. Simplesmente aceitaram o fato de nado existir
numero algum para expressar a medida de certos segmentos. Criaram o termo '"rhetos" (que
significa racional) para os pares de segmentos comensuraveis e o termo "arrhetos" (ndo-racional ou
irracional) para os pares de segmentos incomensuraveis. E como os nlimeros racionais ndo davam
conta de expressar as medidas de todas as grandezas que podiam ser construidas com régua e
compasso, acabaram optando pela conclusao de que o dominio das figuras, isto ¢, a geometria, era
muito mais amplo e rico que o dominio dos niimeros, isto €, que a aritmética. Acabaram separando
esses dois ramos da matematica e desenvolveram o estudo das grandezas incomensuraveis apenas
no dominio geométrico. O grandioso e promissor ideal pitagorico de que tudo poderia ser expresso
por nimeros foi abandonado.

Mas vocé€ nao deve pensar que essa opcao tomada pelos gregos fosse a unica possivel. Ela
tem uma explicagdo histérica. E que o "clima" politico da cidade de Atenas por volta de meados do
século V a.C. acabou sendo mortal para o desenvolvimento da ciéncia. Atenas, que tinha sido
metropole da arte, da filosofia e da ciéncia grega, acaba optando pelo caminho do imperialismo, isto
¢, pelo desejo de expandir-se através da dominacgdo de outras cidades gregas e de outros povos. O
clima cultural, antes intenso, acaba sendo substituido por preocupacdes de origem militar e civica.
A matematica, a partir de entdo, ndo teria mais o aspecto critico de tempos anteriores. Uma prova de
que a op¢ao dos gregos ndo era a unica possivel, foi que o ideal pitagérico deveria renascer 20
séculos depois, na cabeca de um grande sabio italiano Galileu Galilei que disse: "o livro da natureza
estd escrito em linguagem matematica e sem o auxilio desta linguagem, ¢ impossivel compreender
uma so palavra".

Uma outra prova de que essa op¢do ndo era Unica € nem mesmo necessaria foi dada pelo
matematico alemao, Richard Dedekind em um ensaio denominado "Continuidade e Numeros

Irracionais", aparecido em 1872. Vejam bem, apenas no século XIX!



Neste ensaio, Dedekind observa que:
1) Existe mais pontos na linha reta do que niimeros racionais;
2) Entdo, o conjunto dos numeros racionais nao ¢ adequado para aplicarmos
aritmeticamente a continuidade da reta;
3) Logo, ¢ absolutamente necessario criar novos numeros para que o dominio numérico

seja tdo completo quanto a reta, isto €, para que possua a mesma continuidade da reta.

A partir dessas observagdes, Dedekind diz:

"Por muito tempo pensei em vao sobre isso, mas finalmente achei o que buscava. Consiste
no seguinte: se todos os pontos de uma reta sao divididos em duas classes, de modo que
qualquer ponto da primeira fique a esquerda de qualquer ponto da Segunda classe, entdo,
existe um e apenas um ponto que separa os pontos em duas classes. Nao creio estar
enganado em pensar que todos aceitardo imediatamente a verdade dessa afirmacgdo. Além
disso, a maioria de meus leitores ficara desapontada ao saber que através dessa observagao
banal serd revelado o segredo da continuidade. Fico satisfeito por todos acharem o principio
acima obvio, pois sou totalmente incapaz de prova de que ele é correto, nem creio que
alguém tenha esse pode."

(Caraca, B.J. - 1978a, p.60)

Como foi visto, para que o dominio dos numeros seja tdo completo quanto o de pontos da
reta € preciso que a cada corte da reta corresponda sempre um Unico niamero.
Exemplo 1: Considere um corte (A, B) na reta numérica racional de modo que a classe A
pertengam todos os nimeros racionais menores ou iguais a 1 a a classe B, todos os racionais

maiores que 1.

-3 -2 -1 Q 1 2 3

(A, B) define um corte pois separa todos os nimeros racionais em duas classes de modo que
ndo ha nenhum niimero racional que pertenca a0 mesmo tempo a ambas as classes. Observe que 1
(o elemento de separagdo entre as classes A e B) pertence a classe A mas nio pertence a classe B.

Neste caso, dizemos que (A, B) define o numero real 1, que é também um numero racional.
Exemplo 2: Considere um corte (C, D) na reta numérica racional de modo que a classe C pertencam
todos os racionais menores que 1 e a classe D, todos os racionais maiores ou iguais a 1.

(A, B) define um corte sobre Q. Observe que agora, 1 (o elemento de separacdo entre as
classes A e B) pertence a classe D mas ndo a classe C.

Neste caso, dizemos que (C, D) também define o nimero real 1.



Exemplo 3: Considere um corte (E, F) na reta numérica racional de modo que a classe E pertencam
todos os ntimeros racionais cujo quadrado ¢ menor que 2 e a classe F, todos os racionais cujo
quadrado ¢ maior que 2.

Observe que (E, F) define um corte sobre Q, pois qualquer numero racional, ou pertence a
classe E ou pertence a classe F. Além disso, ndo existe nenhum racional que pertenga a ambas as

classes a0 mesmo tempo.

3 -2 -X -1 0 1 X 2

Observe também que x (o elemento de'separagéo entre as classes E e F) ndo pertence nem a
classe E, nem a classe F. Entdo, x ndo ¢ um nimero racional. Ele serd um numero real irracional.

Observe que o que faz Dedekind ndo ¢ nada mais do que ampliar o dominio numérico que
era conhecido pelos gregos (o dominio dos nimeros racionais), juntando aos nimeros racionais uma
nova categoria de niimeros - os numeros irracionais - que vém preencher os "buracos" cuja
existéncia os gregos ja haviam constatado. Ao conjunto dos niimeros racionais e irracionais,
Dedekind d4 o nome de conjunto dos nimeros reais € a reta contendo os racionais e irracionais de

reta numerada real.
E costume escrever o nimero X, definido pelo corte (E, F) acima da seguinte maneira: V2 ,

o que se 1€ assim: raiz quadrada de 2. O sinal \/_ : 1é-se radical e o2 ¢ o radicando.

Agora, ¢ possivel afirmar que a medida da diagonal de um quadrado de lado unitario ¢ V2 u,

N , : \ Gdox? =2éx =2

ou entdo, que o numero que satisfaz a equagdo x” =2 ¢éx = /2.

Logo, o nlimero cujo quadrado ¢ 2 ¢ o niimero irracional /2 . Entio, podemos escrever:
2f =2

. , . a . - .,
Observe que, se para definir um nimero racional 3 precisamos utilizar dois nimeros

naturais a e b, agora, para definir um numero real, precisamos utilizar duas classes com infinitos

numeros racionais.



Costuma-se indicar pela letra R o conjunto de todos os numeros reais.

Atividade 19

Para cada niimero real a seguir, faca o seguinte:

1. Diga entre quais numeros inteiros consecutivos ele se encontra;
2. Utilizando uma calculadora, verifique se as respostas dadas ao item 1 estdo corretas;
3. Caracterize-o através de um corte sobre o conjunto dos nimeros racionais;

4. Diga se ele ¢ um nimero real racional ou irracional.

a) /3 f) /1000

b) 10 g) 1650
0) /87 h) /100
d) 2.5 i) ~25/49
¢) 9710 i 450
k)

Atividade 20

Utilizando o Teorema de Pitagoras, determine o que se pede em cada item seguinte. Sempre

que a resposta for um numero irracional, expresse-o através de um radical. Utilizando uma

calculadora, e sem acionar a tecla " Jx ", d€ uma aproximacao racional até a casa dos décimos para
cada um desses nimeros irracionais.
a) Quanta mede a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos medem 1 cme 2 cm ?
b) Quanto mede a diagonal de um quadrado cujo lado mede 2 cm ?
¢) Quanto mede a diagonal de um retangulo cujos lados perpendiculares medem 2 cm e 3 cm ?
d) Quanto mede a altura de um tridngulo equilatero cujo lado mede 4 cm ?
e) Calcule o perimetro de um losango cujas diagonais medem 10 cm e 24 cm.
f) Um teleférico transporta vagdes carregados de pedra, desde uma mina situada em uma
localidade A, a 2100 m de altitude, até uma localidade B a 1500 m de altitude (veja figura a
seguir). O teleférico foi prolongado em um ramo BC, para poder transportar material a uma
fabrica C, situada a 1000 m de altitude. Os ramos AB ¢ AC do teleférico t€ém inclina¢des
diferentes em relacao a horizontal A'C.

Sabendo que a distancia horizontal A'C ¢ de 2 km e B'C ¢ de 1,2 km determine:



1) Os comprimentos dos ramos AB e BC do teleférico.
2) Que quantidade de cabo de aco deveria ser utilizada se as localidades A e C fossem ligadas

mediante um Unico ramo.

Ca Sfeinuovo,E. - 1966 —
pp.204—-05

>
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Atividade 21

Utilizando o Teorema de Pitagoras, resolva os problemas abaixo:
a) Quanto mede a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos medem 1 cm e V2em?
b) Quanto mede a hipotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetos medem 1 cm e J3em?

c) Quanto mede a diagonal de um quadrado cuja aresta mede J2em?
d) Quanto mede a diagonal de um cubo cuja aresta mede 1 cm ?

e) Quanto mede a diagonal de um paralelepipedo cujo comprimento ¢ 5 cm, cuja largura ¢

V2cme cuja altura é 2 cm ?

f) Quanto mede a altura de uma piramide reta de base quadrada, sabendo que a aresta da base
mede 2 cm e que uma aresta ndo pertencente a base mede 5 cm.

g) Na pratica, para se tragar um octégono regular, por exemplo, para se fazer de um quadrado
de madeira um octéogono regular que sirva de superficie de uma mesa, procede-se da maneira

indicada na figura ao lado.

C

Castelnuove ,E.
1966 ~p.207

Com centro em A e raio AO, descreve-se um arco de circunferéncia. Com centro em B e

raio em BO, descreve-se outro arco de circunferéncia e o mesmo se faz para os vértices C e D.



Demonstre que todos os lados do octogono assim obtido sdo iguais e determine a medida do lado
desse octogono, supondo que o lado AB do quadrado mede 60 cm.
h) Divida os lados de um quadrado em 3 partes iguais e ligue os pontos de subdivisdo
consecutivos de modo a obter um octéogono.
1) Demonstre que o octogono assim obtido ndo € regular.
2) Determine o perimetro desse octdogono, supondo que o lado do quadrado meca 12

cm.

Atividade 22
a) Considere o segmento u abaixo. Utilizando esquadro e compasso construa:

u

1) Um segmento AB cuja medida seja V2 u.
2) Um segmento CD cuja medida seja V3u
3) Um segmento EF cuja medida seja JVau
4) Um segmento GH cuja medida seja N
5) Um segmento 1J cuja medida seja Jou.

6) Um segmento KL cuja medida seja J7u

7) Um segmento MN cuja medida seja V10 u.

b) Utilizando o segmento u como unidade de medida, construa uma reta numérica e

transporte nela os pontos correspondentes a \/5 ,\/5 ,\/Z ,\/g ,\/g ,ﬁ ,\/g \/5 ,x/ﬁ S
também os pontos correspondentes a -\/5, -\/5, -\/Z, -\/g, -\/g, -\/7, -\/g, -\/_, -
J10

Atividade 23
Coloque V ou F nas afirmagdes seguintes, conforme sejam elas verdadeiras ou falsas.
Justifique suas respostas, com exemplos ou contra-exemplos.
a) () A raiz quadrada de um niimero natural pode ser um niimero natural.
b) ( ) A raiz quadrada de um ntimero racional € sempre um numero racional.

¢) () A raiz quadrada de um niimero negativo ¢ sempre um niimero negativo.



d) () A raiz quadrada de um nimero negativo ¢ sempre um nimero positivo.
e) () A raiz quadrada de um nimero real ¢ sempre um numero real.

f) () A raiz quadrada de um ntimero real positivo ¢ sempre um ntimero real positivo.

13. O conceito de raiz quadrada

Ao empregar o Teorema de Pitdgoras na resolu¢do de problemas vocé sempre acaba
determinando a medida x de um segmento desconhecido, através de uma equagio do tipo x* = k,
onde k ¢ um nimero conhecido. Para achar o valor de x, voc€ pergunta: que niumero elevado ao

quadrado produz k? Ou o que da no mesmo, que nimero multiplicado por si mesmo produz k?
Apos a introducdo do conceito de numero irracional e do simbolo \/_ , vocé, talvez tenha acabado

identificando as perguntas acima com extrair a raiz quadrada de um numero. Dai, se x> =k = x =

Vi .

Mas essa identificacdo, na resolucdo de equagdes, ¢ apenas parcialmente correta. Vejamos
porque.

Considere a equagio x* = 4. E claro que tanto 2 quanto - 2 sdo solugdes dessa equagio.

Da mesma forma, na equagio x> = 2, tanto V2 quanto - V2 sdo solucdes da mesma.

Este detalhe, talvez tenha passado desapercebido porque os problemas que vocé resolveu

eram problemas geométricos e ndo tem sentido dar respostas negativas para medidas de segmentos.

Entdo, o correto seria escrever:

X:
Sex’ =4 = x =+ \/Zc>x=i2
Sex’ =2 = x =+ V2 &x =+ 1,4142...

Logo,sex’ =k = x =+ N

Entretanto, ndo seria correto afirmar que Ja =12 ou que V2 =+ 1,4142...

Isso porque, se quisermos encarar a radiciagdo como uma nova operagdo sobre um conjunto
numérico, o resultado dessa operagdo, isto €, a raiz, deve sempre ser um unico numero desse
conjunto numérico.

Feitos esses esclarecimentos, podermos definir raiz quadrada.

Chamamos de raiz quadrada de um namero a, real e positivo, ao nimero real e positivo b

que elevado ao quadrado produz o nimero a, isto &, Ja=b &b =a.



Atividade 24

Ao tentar extrair as raizes quadradas dos numeros racionais abaixo, vocé notara que algumas
sdo racionais, outras irracionais e outras inexistentes.

Quando elas forem racionais, escreva o seu valor, quando forem irracionais, dé sua
aproximacao racional por falta até a casa dos décimos e quando forem inexistentes, escreva ¢ R,

isto €, ndo pertence ao conjunto dos nimeros reais.

) 1 17) J-1/4
2) V-1 18) V22

3) o 19) /38

4) V4 20) /0,01
5) V9 21) V144
6) -4 22) 169
7 V16 23) 7904
8) 25 24) J6d

9) 100

25) 1,21
26) V64
27) 1/0.36
28) /0.1
29) /9.6
30) - 49

10) v/125
1) J4/81
12) /49/64
13) 432
14) \/36
15) N-17
16) |/1/4

14. A lenda do Apolo hiperboreo

Para darmos continuidade ao nosso estudo, vamos retornar a Grécia antiga. Vamos entrar na
cidade de Delfos, situada numa regido montanhosa, no fundo de uma garganta sombria. Era este o
lugar mais santo de toda a Grécia. Diziam os poetas que Jupiter - o pai de todos os deuses -
querendo conhecer o centro da terra, fizera partir do nascente e do poente, duas aguias que

acabaram se encontrando em Delfos.



Homens, mulheres e criangas vinham de longe para ai saudarem Apolo - o deus da luz.

Para a religido do orfismo, Dionisio e Apolo eram revelagdes diferentes de um mesmo deus.
Dionisio representava a verdade mistica e Apolo personificava a mesma verdade, aplicada a vida
terrestre e a ordem social.

Inspirador da poesia, da medicina e das leis, ele era a ciéncia que se atingia por meio da
adivinhagdo, a beleza que se atingia pela arte, a paz que se atingia pela justica e a harmonia da alma
e do corpo que se atingia pela purificagao.

A foto da pagina seguinte, ¢ o deus Apolo, uma estatua fundida em bronze ha 2400 anos,
que perdeu-se 400 anos depois e foi redescoberta em 1959.

Os sacerdotes da época procuravam fazer o povo compreender tudo o que esse deus
representava, através de uma lenda. Segundo essa lenda, a cidade de Delfos estava mergulhada em
trevas. Isso porque uma monstruosa serpente habitava essa regidao. Apolo surge da noite de Delfos.
Todas as deusas satdam o seu nascimento. Ele caminha, pega seu arco e sua lira. Seus cabelos
agitam-se no ar. O mar agita-se e toda ilha resplandece num banho de esplendores e de ouro. E a
presenca da luz divina que cria a ordem e a harmonia.

Apolo atinge com suas flechas a monstruosa serpente, saneia o pais e funda um templo, que
representa a imagem dessa luz divina sobre as trevas e sobre o mal.

Nas antigas religides, a serpente representava, ao mesmo tempo o circulo fatal da vida e o
mal que dele resulta.

Entretanto, ¢ da compreensao e da dominagao
dessa vida que se pode obter o conhecimento e a
sabedoria.

Apolo, matador da serpente, ¢ o simbolo do
aprendiz, que aprende a dominar a natureza através
da ciéncia. Por essa razdo, é também o deus do
intelecto, o educador dos homens e sente prazer em
estar na companhia deles.

Mas, continua a lenda, quando chega o
outono, Apolo regressa a sua patria, isto €, ao pais
dos hiperboreos. Esse ¢ o povo misterioso que habita
o pais das almas luminosas e transparentes, que

vivem na eterna aurora de uma felicidade perfeita.

Todas as primaveras Apolo regressa a Delfos. Mas s6

¢ visivel aos iniciados, isto €, as pessoas que ja possuem algum conhecimento. Na sua brancura



hiperborea, surge Apolo sobre um carro, puxado por dois cisnes melodiosos. Vem habitar o seu

templo, onde ha um altar de forma cubica, onde uma sacerdotisa transmite as respostas € os

conselhos desse deus aos anseios ¢ afli¢des do povo. E justamente a forma ctbica do altar de Apolo

que tem a ver com a continuidade de nosso estudo.

Atividade 25

Utilizando cubinhos iguais como unidade de medida de volume, responda:

a)

b)

¢)

d)

E possivel construir um cubo utilizando exatamente 8 desses cubinhos? Em caso
afirmativo, diga qual ¢ o volume e qual ¢ a medida da aresta desse cubo.

E possivel construir um cubo utilizando exatamente 27 desses cubinhos? Em caso
afirmativo, diga qual é o volume e qual ¢ a medida da aresta desse cubo.

Quantos cubinhos sdo necessarios para se construir um cubo cuja aresta meca 4
unidades?

Quanto mede a aresta de um cubo cuja construgdo foi feita com 1000 cubinhos?

E possivel construir um cubo utilizando 2 desses cubinhos, ndo sendo permitida a
subdivisdao desses cubinhos em partes? Em caso afirmativo, diga quanto mede a aresta
desse cubo.

E possivel construir um cubo de papel que ocupe exatamente o mesmo volume que 2
desses cubinhos? Em caso afirmativo, diga quanto deve medir a aresta desse cubo e

como podera ser construido.

15. Com a peste... novos irracionais

Provavelmente, ao tentar responder o ultimo item da atividade anterior, vocé chegou a

conclusdo de que nao ¢ possivel construir com papel, um cubo que ocupe um volume de 2 unidades.

Felizmente, vocé ndo ¢ nem foi a unica pessoa a pensar assim. Um problema semelhante a esse na

Grécia antiga, muitos anos antes de Cristo, permaneceu insoliivel por muitos séculos na historia da

humanidade. Apenas no século XIX foi dada uma resposta satisfatoria a esse problema.

Este problema talvez tenha se originado da profunda impressdo causada pela morte de

Péricles, um dos grandes estadistas gregos.

A foto a seguir ¢ de Péricles, primeiro cidaddo de Atenas, austero, aristocrata, soldado e

estadista, mostrado com seu capacete de guerra. Péricles dominou os negocios da cidade de Atenas,

de 460 a 429 a.C.



Péricles foi vitima de wuma peste que matou
aproximadamente % da populacdo de Atenas. Diz a lenda que um
conjunto de pessoas foi enviada ao templo de Apolo hiperboreo para
perguntar como a peste poderia ser combatida. A resposta foi que o
altar de Apolo, que era de forma cubica, deveria ser duplicado. Os
atenienses, dobraram as arestas do altar, mas isso ndo adiantou para

afastar a peste.

Mas ¢ claro que, ao procederem daquela maneira, eles
acabaram multiplicando o volume do altar por § e ndo por 2.

Mas porque razao esse problema permaneceu insolivel por tanto tempo?

Vamos chamar de x a aresta do cubo cujo volume deve ser 2 unidades. Entdo, poderemos
escrever: x° = 2. O mesmo problema foi reduzido ao seguinte: qual é o niimero que elevado ao
cubo produz 2 ? E claro que esse niimero ndo pode ser natural, mas deve estar compreendido entre
1 e2,poissex = 1, entdo, x> =1¢ese x = 2, entdo, x> = 8.
3,375>2

Para x = 1,2 temos x° = 1,728 <2

Para x = 1,5 temos x>
Para x = 1,3 temos X = 2,197>2

Entdo, x devera estar compreendido entre 1,2 e 1,3 .

Note que o processo acima ¢ parecido com aquele empregado na busca da diagonal de um
quadrado de lado unitério, lembra-se?

Vocé poderia entdo perguntar: terd essa busca um limite ou x devera ser também um numero
irracional?

Nao deu outra. O nimero x, que representa a medida da aresta do cubo procurado, ¢
realmente um nimero irracional. Foi esta a razdo do problema ter permanecido insolivel por tanto
tempo.

Esse nimero irracional poderia ser caracterizado por um corte (A, B) sobre o conjunto dos

numeros racionais de modo que a classe A pertencam todos os numeros racionais cujo cubo seja

B

I/:/ﬁ R

i
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menor que 2 e a classe B pertencam todos os nimeros racionais cujo cubo seja maior que 2.

Na forma de radical esse nimero ¢ indicado assim: 3\/5 e 1é-se raiz cubica de 2.

E claro que esse numero poderia ser indicado na forma de decimal infinito e ndo-periodico:
2 = 1,259 (aproximacao por falta) onde 2 ¢ o radicando; 3 o indice do radical e 1,259 a raiz
aproximada.

Logo, (3\/5 Y =2 . Mas (1,259)° # 2, pois 1,259 ¢ apenas uma aproximagdo da raiz cubica
de 2. Mas, ¢ possivel construir um cubo, cujas arestas megam 3/2 2 Devemos voltar brevemente a

esta questao.

16. Raizes cubicas, quartas, ... n-ésimas

Como vocé observou, a solucdo do problema de Delfos nos conduziu a um numero
irracional com indice diferente de 2, isto €, conduziu-nos a extracdo de uma raiz cubica e ndo a uma
raiz quadrada. Na historia da humanidade, outros problemas surgiram que colocaram aos homens a
necessidade de se extrair raizes com indice superior a 2. Dai, a necessidade de se ampliar a
operagdo de radiciacdo e de podermos falar de extracdo de raizes cubicas, quartas, quintas, ... ,
raizes n-é¢simas (de indice n qualquer).

Mas qual o significado que devemos atribuir a tais raizes?

Exemplo 1: Calcular a raiz ctiibica de 27 ¢ o mesmo que responder: qual ¢ o nimero que elevado ao
cubo produz 27 ? Logo, Y27 = 3, pois 3° = 27.

Exemplo 2: Calcular a raiz quarta de 16 equivale a responder: qual ¢ o nimero que elevado a quarta
poténcia produz 16 ? Logo, 416 = 2, pois 2* = 16.

Exemplo 3: Calcular a raiz quinta de — 32 equivale a responder: qual ¢ o nimero que elevado a
quinta poténcia produz — 32 ? Logo, Y=32=- 2, pois (-2)° = -32.

Exemplo 4: Calcular a raiz ctbica de 5 equivale a responder: qual ¢ o nimero que elevado ao cubo

produz 5 ? Neste caso, a raiz deverd ser um niimero irracional, pois 5 ndo ¢ um cubo perfeito. S6

podemos atribuir a ela um valor racional aproximado. Logo, 5 = 1,709 (aproximacao por falta).

Atividade 26
Ao tentar extrair as raizes dos nimeros racionais seguintes, voc€¢ notard que algumas sao

racionais, outras irracionais e outras sdo inexistentes.



Quando elas forem racionais, escreva o seu valor, quando forem irracionais dé sua
aproximacao racional por falta até¢ a casa dos décimos, e quando forem inexistentes, escreva ¢ R,

isto €, ndo pertence ao conjunto dos reais.

1 Vo 13) V64 24) 416781

2) 4o 14)Y—64 25) 416/81
3) o 15) /81

4) 'Wo 16) /1000 26) /0,001

5) 1 17) 100 27) 4/-0.008
6) 41 18) 416

7) W 19) ¥=8 28) /2.7

8) -1 20) 32 29) /7
9) -1 21) 330 30) 410

10) /-1 22) /50

1) ¥-1 23)3/8727
12) Y-1

Atividade 27
a) Explique por que razao ndo se pode atribuir significado a:
1) Radicais cujo indice seja zero.
2) Radicais cujo indice seja um.
3) Radicais cujo indice seja um niimero inteiro negativo.

4) Radicais de indice par e radicando negativo.

b) Explique que restricdes devemos impor aos numeros n, p € g, para que a igualdade

Q/; = q tenha significado.

O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé perceba que é possivel obter uma
regra pratica para se transformar duas potenciag¢oes simultaneas de uma certa base, numa unica

potenciagdo desta mesma base.



Atividade 28
Transforme cada potenciacdo simultanea seguinte numa multiplicagdo de potenciagcdes. Em
seguida, transforme essa multiplicacdo de potenciagdes numa Uinica potenciacao cuja base seja igual

as bases dos fatores.

a) (2% 2) (2%’
b)(3%)° hy(4%)’
c) (3%’ i) (10°
2T T
@)’ ) (E”
1] K)(10%)
g l:(zj } [ >
D [0.4)]
Atividade 29

a) Com base na atividade anterior, enuncie a regra pratica para se transformar duas
potenciacdes simultdneas de uma certa base, numa tUnica potenciagdo desta mesma
base.

b) Aplicando a regra enunciada no item a desta atividade, transforme cada potenciacao
simultanea a seguir, numa Unica potenciagdo cuja base seja igual a base da potenciacao

indicada nos parénteses:

1) (5% T
T4 6) —=
2) [(-5)] H 5 j }
T\2
2 Sﬂ)ff D e

5) (5" 9 KLH
3

c) Determine o valor de x em cada potenciacdo simultanea seguinte:

1) (32)x _ 316 4) (2x)1 _ 20
| 0¥ ) 243 5) (IOX)IO — 10100
2) _ = | — xy1
{(3)} @ 6) (2) =2
7) (3% =3%

3) (sx)7 —gl4
8) (2% =2



17. Formas de representacio de um numero irracional

Ao tentar resolver o ultimo item da atividade anterior, vocé, talvez, tenha sentido alguma
dificuldade. A razdo disto se deve ao fato de que, at¢ o0 momento, o expoente de uma base sempre
ter sido um namero inteiro. Entretanto, isto ndo é uma necessidade. E claro que na igualdade (2*)* =

2, ndo existe para X nimero natural algum que possa torna-la verdadeira. Poderiamos, entretanto,

. , . 1
substituir X pelo namero racional 5 ou 0,5.

Isto porque, %OZ = 2 ou entdo 0,502 = 1, o que torna a igualdade verdadeira. Logo,

2
(2%j =2ou (20’5 )2 = 2. Qual ¢ a importancia deste fato?

E que, tendo consciéncia dele, vocé conseguird perceber a existéncia de uma nova forma de
representar nlimeros irracionais, isto €, de representd-los através de potenciagdes cujos expoentes

sdo nameros fracionarios.

2
Exemplo 1: Como (2%) =2e (ﬁ)z =2, entdo, \/E = 2%.

Mas como existem infinitas fragdes equivalentes a E’ todas iguais ao nimero decimal 0,5,
entdo, podemos escrever:
N2 =212 =¥ S Y6 W8 Y0 = 2005 =1,414235...
Exemplo 2: Como (3\/5)3 =2 e (21/3 )3 =2, entéo,i/g =23 Mas como existem infinitas fracdes

. 1 . , . g ~
equivalentes a 3’ todas iguais ao nimero decimal periddico 0,333..., entdo, podemos escrever:

3\/5 — 21/3 — 22/6 — 23/9 — 24/12 — 25/15 = = 20,333.4. — 1’259.

Atividade 30
a)  Escreva cada radical seguinte de duas maneiras: como uma potenciagdo de expoente

fraciondrio irredutivel e como uma potenciacdo de expoente decimal.

) V7 6) 3.5 10) 122
2) V9 7 35 11 32°
3) Vil 8) V=277 12) Y7

4 s 13) /0.8’
9 9) 3



14) J(3/8) 17) ¥10° 21) 42¢

18) 9(6/7)"° 22) /5%
15) 6\) (1/5)2 23) 10, 710
19) V2" 24) 13710y
16) ¥/10° 20) 2
b)  Escreva na forma de radical as seguintes poténcias de expoentes fracionarios.
1) 6" 10) 2%2 18) 10005~
2) 15" 1) 5% 19) 24
3) 20" 12) 3%7 20) 21555~
4 (1" 13) 7' 21) 20
5) 2" 14) 6> 22) 3%
6) (1/5)" 15) (1/3)** 23) (1/3)"7°
7) (2/3)1/2 16) (2/5)0,333.“
8) (2,9)" 17)10*°
9) 3%

Atividade 31

Determine o valor de x nas igualdades seguintes:

a) 22 = 2*/8 c)5"* =5 e) /5 =4/5°

b)23/4 :29/x d)\/§:</3_2



HYz =42 b5 <45
03 — 3 7 =47

Atividade 32

Sabendo que a regra pratica para a determinacdo de potenciagdes simultdneas ¢ valida
também para expoentes racionais transforme cada potenciacdo simultdnea seguinte, numa Unica
potenciacdo cuja base seja igual a base da potenciagdo indicada nos parénteses. Em seguida,

expresse cada resultado na forma de radical.

a) (21/2)1/2 c) (22/3 )1/7

b)(31/2)1/5 d)(21/5)2/3

18. Radiciac¢oes simultaneas
Toda vez que desejamos extrair raizes de raizes estamos em presenca de radiciagdes
simultaneas.

Exemplo 1: Determine a raiz quadrada da raiz quadrada de 2.

Temos: \/E: [51/2 :(21/2)1/2 _ 4 :4\/5

Exemplo 2: Determine a raiz cubica da raiz quadrada de 2.

Temos: 3\/@ _ 3/21/2 _ (21/2)1/3 _ 6 _ %

Atividade 33

Encontre um tnico radical para expressar o resultado das seguintes radiciagdes simultaneas:

)2 IV o2
b) VY10 H¥5 b7

O objetivo da atividade seguinte ¢ fazer com que vocé aprenda um processo para construir,
com régua e compasso, segmentos de reta cujas medidas sejam expressas por radicais cujos indices

sdo poténcias de base 2.



Atividade 34

Considere o segmento abaixo como unidade de medida.

a)
b)

c)

d)
e)

g)
h)

)

k)

D

u

Trace um segmento de reta AB cuja medida seja igual a 1u.

A partir do ponto B trace um segmento de reta BC, que esteja situado no

prolongamento de AB no sentido de A para B, e cuja medida seja igual a 2u.

Determine o ponto médio M do segmento de reta AC.
Com centro no ponto M trace uma semi-circunferéncia cujo raio seja igual a MA.

Trace um segmento de reta BP, que seja perpendicular ao didmetro E’, de modo que

o ponto P pertenga a semi-circunferéncia tragada.

Trace os segmentos de reta PM, AP e CP e explique porque razao o tridngulo APC
¢ um triangulo retangulo.

Mostre que a medida do cateto BP do triangulo retangulo PBM ¢ igual a V2

Utilizando esse mesmo processo, verifique que se as medidas dos segmentos AB e BC

fossem iguais a lu e 3u respectivamente, entdo, a medida do cateto BP seria igual a

V3u.

Utilizando esse mesmo processo verifique que se as medidas dos segmentos AB e BC
fossem iguais a 2u e 3u respectivamente, entao, a medida de BP seria igual a Jou.
Quais devem ser as medidas de ABe BC para que a medida do cateto BP seja igual a
J5u.

Utilizando esse mesmo processo, verifique que se as medidas dos segmentos ABe
BC fossem iguais a a unidades e b unidades respectivamente, entdo, a medida do

cateto BP seria igual a 4/a.b unidades.

Utilizando a conclusdo do item anterior, complete a tabela seguinte:

ml45) m(BC) mlBP)
NG




S S S

S

1 7

m) Utilizando o processo desta atividade e a mesma unidade de medida, construa

segmentos de reta cujas medidas sejam: J6 u; i/Eu; f3ue 2

Atividade 35

a) Seguindo os passos abaixo vocé estara construindo um segmento de reta cuja medida €

3/2 u. Considere o segmento u abaixo como unidade de medida.

1) Trace dois segmentos de reta perpendiculares AO e BO, que se interceptem no

ponto O, de modo que:

m(40)=1u e m(BO)=2u

2) Prolongue BOno sentido de B paraOe A0 no sentido de A para O.

3) Utilizando 2 esquadros e uma régua, trace os segmentos ﬁ, AD e @, de

forma que:

BC//AD;C e AO;D € BO; BC 1 CD ¢ AD 1 CD

b) Utilizando o fato demonstrado na atividade anterior para os triangulos BCD e ACD,
mostre que m(@)z %/Eu .

c) Utilizando o mesmo processo descrito nesta atividade, construa segmentos de reta

cujas medidas sejam:

V3u; V5u; Y4 2ue Y50

Utilize como unidade de medida o segmento u anterior.



d) Utilizando os segmentos construidos nesta atividade e o processo geométrico da

atividade anterior, construa segmentos de reta cujas medidas sejam 2ue {5u

19. O cubo de volume 2 e o preconceito platonico

Ao exercitar a atividade anterior, vocé construiu um segmento de reta cuja medida ¢é V2u
Agora sim, podemos responder a questdo colocada pelo oraculo de Apolo para acabar com a

peste, lembra-se?

Se podemos construir um segmento cuja medida ¢é V2 u, € claro que podemos também
construir um cubo cujo volume ¢ 2 u.

Sabemos que no século IV a.C., para que fosse possivel efetuar os calculos para o
lancamento de projéteis por uma catapulta, era necessario a extragdo de uma raiz cubica. Um
matematico grego desconhecido resolveu esta questdo geometricamente, de forma parecida com
aquela feita por vocé na atividade anterior. SO que em vez de utilizar 2 esquadros e uma régua,
construiu um dispositivo mecanico constituido por dois bragos paralelos que concorriam

perpendicularmente a um terceiro brago, sendo que um desses bragos era moével.

Acontece que tanto a forma como construimos um segmento de medida V2 quanto essa
proposta pelo matematico grego, ndo seriam aceitas como solu¢cdo do problema colocado pelo
oraculo. Isso porque, talvez por influéncia do filésofo Platdo, as construgdes geométricas s6 eram
perfeitas e s6 podiam ser aceitas se fossem feitas apenas com régua sem escala e compasso! Jamais
se poderia admitir o uso de dispositivos mecanicos na geometria. Aceitar isso, segundo a visdo
elitista de Platdo, seria “contaminar” a nobre e pura geometria com as rudes ferramentas utilizadas
pelos trabalhadores bragais.

Acontece que, se se aceitassem as restricoes impostas por Platdo, o problema da duplicagao
do cubo jamais teria tido uma solucdo. E isso s6 foi demonstrado no século XIX ... tempo mais que
suficiente para que todos os atenienses morressem contaminados!

Se dependesse de Platdo, a peste jamais teria terminado. Mas terminou. Sem que as ordens
de Apolo tivessem sido cumpridas.

O objetivo da atividade seguinte ¢ fazer com que vocé compreenda o significado da adicao

algébrica de nimeros reais irracionais, tendo por base a sua representagdo geométrica.

Atividade 36

a) Utilizando a mesma unidade de medida das atividades 30 e 31, construa uma reta numérica e

determine nela os pontos correspondentes aos nimeros irracionais \/E , \/5 , \/g , %/5, 3\/5 e



5. Para isso, utilizando um compasso, transporte para essa reta esses segmentos ja

construidos nas atividades anteriores.

b) Determine nessa reta numérica os pontos correspondentes aos irracionais: -\/5 , -\/_ , -\/_ , -
V2,-43 -5,

c¢) Utilizando o compasso para efetuar adi¢dao e subtragdo de segmentos de reta, coloque V ou F

nas afirmacdes seguintes, conforme sejam elas verdadeiras ou falsas.

D ()V2+3=42+3=45
) ()2 +33=32+3=45
3) ()3 -V2=4B-2=41=1
4 (HB-V2=B-2=1=1
5 ( )1+2=41+2=43

6) ( )1+32=%1+2=43

7) ()3 -1=3-1=42

8) ()3 -1=3-1=12

9)  ( )0++2 =42

10) ( )0+32 =32

1) ( )0++3=43

12) ( )0+33 =313

13) ( )2 +42 =242 =44 =2
14) ( )2 +42=2.2

15) ( YV2 +32=2.42
16) ( Y3 +3+33=3.33
17) ( )2 -43=-45

18) ( )-V2 -V2=-2.42

19) ( )-V2-2=-2.32

20) ( )-~2-42-42=-3.42



20. Adicao algébrica de numeros reais-irracionais

Na atividade anterior, vocé verificou geometricamente o significado da adi¢do algébrica de
numeros reais. Verificou que V2 + 3 245 , 1sto €, que a soma das raizes quadradas de dois
numeros ¢ diferente da raiz quadrada da soma desses dois numeros. Isso ¢ valido também, para
radicais de qualquer indice. Na maioria das vezes nao podemos colocar a adi¢do de dois irracionais

sob a forma de um unico radical. Isso s6 pode ser feito quando os radicais tiverem o mesmo indice €

0 mesmo radicando.

Exemplos: V2 +42=2.42
3.45+4.45=7.35
2433 3+43=-4.43

Nestes casos, conservamos o radicando e o indice do radical e somamos algebricamente os
coeficientes dos radicais que estao sendo adicionados. Essa mesma conclusdo pode ser transferida
para a adi¢do algébrica de numeros reais-irracionais, dados sob a forma de potenciacdo com

expoente racional.
Exemplos: 22 +3"2 2 (2+3)" isto &, 2% +3"2 £ 52
21/2 + 21/2 -9 21/2
3.57+4.57=5" (3+4)=5".7=7.5"
22,373,372 432 =37 (L2-341)=-4.3"
Vocé verificou também que a adi¢do algébrica de um numero real-irracional com um real-
racional diferente de zero, ndo pode ser posta sob a forma de um unico radical.

Exemplos: 1+ V2 £4/3

l+3\/§;t31/l+2
2 2

Essa conclusdo transfere-se também para o caso do real-irracional estar sob a forma de
potenciacao de expoente racional.

12 1/2

#3

/3
Lo, (ij
2 2

Exemplos: 1+ 2



Atividade 37

Efetue as adigdes algébricas seguintes:

a) V2+2+42+42

b) N7+2.7+3.47

¢) 5.43-8.3+43

d) 1+6-3-5.6

e) 3.45+2.45-5.45

f) 2+ V3-+/5-(3-43 +45)
g) —2.413-3.413 -8. 413
h V2 +3.32-5.32

h 42-3.42+2.42
Do1+2-4B+32-43

k) 3++2-37 +8-32-47
D Y7-13-4+Y7+3+1
m) 2% +3"2 -2, 22 -5, 3"

n) 7.5 +1-3.5"%-2+3. 3"
0) 3.5"2-2.5"_-7.5"+1

O objetivo da atividade seguinte ¢ fazer com que vocé compreenda o significado da
multiplicagdo de numeros reais irracionais, tendo por base a possibilidade de se interpretar

geometricamente essa operacgao.

Atividade 38
a) A figura ao lado representa duas semi-retas (R’ e Es) de mesma origem, formando uma
angulo qualquer deferente de 180°. A medida de OB é 1u, a medida de OD ¢ 2u ¢ a medida de

BCé 2,5. Tragou-se um segmento paralelo a E, obtendo-se o ponto E. Utilizando um



compasso, verifique que a medida do segmento DE ¢ igual ao produto das medidas dos segmentos

OD e BC.

v

Utilizando o mesmo processo do item anterior, mostre que quaisquer que sejam as medidas

racionais dos segmentos BC e OD, sendo OB o segmento unitario, a medida do segmento DE ¢
sempre igual ao produto das medidas dos segmentos BC e OD.

b) Considere a unidade u e os nimeros irracionais localizados nas retas numeradas a

seguir.
u
0 1 2 3 4 5
V2' V3 G V1§
0 1 2 3 4 5

Utilizando o processo geométrico aprendido no item a desta atividade e as retas numeradas

acima, verifique que as multiplica¢des abaixo foram feitas corretamente:

1) V2043=+6 3) Y203/9=3/18
2) 3o4/6=4/18 4) 20318 =1/36

c) Com base nos resultados anteriores, escreva uma regra para multiplicar niameros

irracionais na forma de radical de mesmo indice.



Atividade 39

Efetue as multiplicacdes:

a) V30415 hy Yaoib
b) J7 043 i) 2/503¥
C) \/goﬁo\/g J) 31/2051/20101/2
& V3eds 275"
34 Hl4
&) V2033045 ool
f) 4\/504\/5 m) 4/0,504/3,2
o) 7321 n) +/1/3.4/6
Atividade 40

Reduzindo os radicais seguintes ao mesmo indice efetue as multiplicagoes:

a)
b)

c)

N &) V345
V3042 ¢) 250812
5043 N 3120432

O objetivo da atividade seguinte ¢ fazer com que vocé compreenda o significado da divisao

de niimeros reais irracionais, tendo por base a possibilidade de se interpretar geometricamente essa

operagao.

Atividade 41

a)

Mostre que, se na figura ao lado m(R’): u e CE/l E, entdo, quaisquer que sejam

as medidas racionais de OB e OD, a medida de DE ¢é sempre igual ao quociente
entre as medidas de OD e OB.

Obs.: Mostre isso através de exemplos numéricos.



Utilizando o processo geométrico acima e as retas numeradas da atividade 35, verifique que as

divisoes abaixo foram feitas corretamente.

b V62 =3 3) Y839 -2
2 V632 4 V36:42 18

b) Com base nos resultados anteriores, escreva uma regra para dividir nimeros

irracionais na forma de radical de mesmo indice.

Atividade 42

Efetue as divisdes seguintes:

a) 18 +6 m) 3/1/5 +3/1/10
b) 4% <27 n) 312502
0) 2.5+,05 o) V7:3
d) V32448

e) 3% +2%

H V164

g V5+5

h) 2/3+45/7

i Y16+45

P V344

k) 30317

D V5+32



21. Simplificacdo de nimeros irracionais
Vocé ja sabe que existem infinitas maneiras de se representar um nimero irracional

sob a forma de potenciagdo de expoente fracionario.
Exemplo: Y2 =23 =6 — 939 — g2

Mas como 2%¢ =%/2%; 2% =%/2°; 2% =¥2* .., entdo, podemos afirmar que
existem também infinitas maneiras de se representar, sob a forma de um radical, um mesmo

numero irracional.
Assim, Y2 =427 =27 =t =

Neste caso, dizemos que 32 estd na forma irredutivel e dai, todos os demais
radicais que sdo iguais a ele poderao ser simplificados.
Mas como podemos reconhecer se um numero irracional, dado sob a forma de
radical, é ou ndo irredutivel?
Para isso, em primeiro lugar, devemos decompor em fatores primos o seu radicando.
Em seguida, para que ele seja irredutivel, as duas condi¢des seguintes deverdo ser
obedecidas:
1) Os expoentes de fodos os numeros primos que aparecem na decomposi¢ao do
radicando deverdo ser menores que o indice do radical do nimero irracional;
2) Nao pode haver nenhum divisor comum entre o indice do radical e os

expoentes dos nimeros primos que aparecem na decomposi¢ao do radicando.

Exemplo 1: 3/8 ndo é irredutivel pois 3/8 =%/2° . Embora 3 seja menor que 9, existe o
numero 3 que ¢ divisor comum de 3 ¢ 9.

Para simplificar este radical at¢ a forma irredutivel fazemos assim:
‘{/§:° 23 :23/9 :21/3 :3\/5
Exemplo 2: /36 nio esta na forma irredutivel pois:

436 =422 032 .

Embora 2 seja menor que 4, existe o numero 2 que ¢ divisor comum de 2 e 4. Para

tornar este radical irredutivel fazemos assim:

436 = 4/27 032 =422 04/32 =274 0374 =212 5372 =(203)2 =6"> = /6.



Exemplo 3: V8 nio estd na forma irredutivel pois, V8 = \/2_3 . Para tornar este radical

irredutivel, fazemos assim:

V8 =428 =42202 =427 o2 =222 02 22042

Atividade 48

Sempre que possivel, simplifique os seguintes radicais até a forma irredutivel.

a) {8
b)i2¢ 05"
027
d)~216

e) V16

f) /3705
g2
h)+/72

i) V18
Va2
k)¥/125

1) Vaa® ob

Atividade 44

Resolva os seguintes problemas:

m) /32
n)y3x 0 >
0) V15
PY27x" ey
V12

r) Vb2 = da®
5) V24

0 4x7y/3a>
w24 05"
Vyatey?

a) Considere um triangulo eqiiilatero de lado k. Determine uma equacao que lhe

permita calcular a medida da altura & desse tridangulo em fung¢do do lado.

b) Com auxilio da equagdo encontrada no item a, determine a medida da altura

de um tridngulo eqiiilatero cujo lado mede V3 em.

c) Determine a area e o perimetro do triangulo do item b .



d) As diagonais de um losango medem 10 cm e 24 cm. Determine o perimetro do
losango.

e) Calcule a altura de um triangulo is6sceles sabendo que os lados congruentes
medem 25 cm cada um e a base do tridngulo tem 14 cm.

f) O lado de um losango mede 17 cm e uma das diagonais tem 30 cm. Determine
a medida da outra diagonal.

g) Um trapézio retangulo de 15 cm de altura tem as bases medindo 10 cm e 18
cm. Determine a medida do lado obliquo as bases.

h) Considere um tridngulo eqiiildtero de lado k. Determine uma equacdo que

permita calcular a 4rea desse triangulo em fung¢do do lado apenas.

1) Com auxilio da equagdo encontrada no item h, determine a area de um

triangulo eqiilatero cujo lado mede V3 cm.

j) Chamamos de geratriz de um cone reto a qualquer segmento de reta que tem
uma extremidade no vértice do cone e a outra num ponto qualquer da
circunferéncia da base. Determine uma equagdo que lhe permita calcular a

medida da geratriz de um cone reto em fung¢ao da altura 2 do cone e do raio r

da circunferéncia da base.
k) Com auxilio da equacdo encontrada no item j, determine a medida da geratriz
de um cone reto cujo raio da base ¢ 2 cm e cuja altura é 5 cm.

1) Determine uma equagdo que lhe permita calcular a aresta a, ndo pertencente a
base, de uma piramide reta de base quadrada em fungdo da aresta m da base e

da altura % da piramide.
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