UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO NORTE
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA TERRA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS
NATURAIS E MATEMATICA

MARTA MARIA MAURICIO MACENA

CONTRIBUICOES DA INVESTIGACAO EM SALA DE AULA PARA
UMA APRENDIZAGEM DAS SECCOES CONICAS COM

SIGNIFICADO

NATAL — RN

2007



MARTA MARIA MAURICIO MACENA

CONTRIBUICOES DA INVESTIGACAO EM SALA DE AULA PARA
UMA APRENDIZAGEM DAS SECCOES CONICAS COM

SIGNIFICADO

NATAL — RN

2007



134

Apéndice A: Questionario histérico (2004)

CEFET-PB

Disciplina: Matematica

Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Assunto: Seccdes Cbnicas

Turma 3° C (11/2/2005)

Aluno(a):

Idade:
Idade:

Aluno(a):

1. Na Antiguidade, como o conhecimento

cientifico era preservado e transmitido?

2. Comentem os beneficios gregos para a
Matematica.

3. Citar

contribuiram para o desenvolvimento da

algumas obras e autores que

Matematica.

4. De que forma foi iniciado o estudo sobre

as seccoOes cbnicas?

5. Qual

atualidade? Quem a construiu e quando?

a definicho de cone usada na

6. Que ocorréncias contribuiram para o

surgimento da Geometria Analitica?

7. Quais cientistas formalizaram a juncao da

geometria com a algebra?

8. O que vocé entende por Geometria

Analitica?

9. O que vocé entende por Seccdes

Cobnicas?

10. Dé exemplos do cotidiano sobre elipse,

hipérbole ou parabola.

11. Comentem sobre usar um texto histérico

na explanacao de um contetdo matematico.
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Apéndice B: Atividades (2004)

CEFET-PB

Matematica (Marta Maria Mauricio Macena)
3% série (A, Be C)

Cénicas (24/2/2005)

Momentos na realizagdo de uma investigag&o:**

= Reconhecer uma situacao
problematica
Explorar a situagdo problema
* Formular questdes

Exploragéo e
formulacao de
questdes.

= Organizar dados

= Formular conjecturas (e fazer
afirmac¢des sobre uma
conjectura)

Conjecturas®

Testes e * Realizar testes
reformulacéo = Refinar uma conjectura

= Justificar uma conjectura
= Avaliar o raciocinio ou o
resultado do raciocinio

Justificacdo e
avaliacdo

Espera-se que ao final dessa investigacao se
saiba:

= as definicBes das seccdes conicas -
parabola, elipse e hipérbole

= identificar as caracteristicas geométricas
= determinar as equagdes

= identificar e desenhar o grafico, dada a
respectiva equacao

= distinguir uma secg¢éo conica centrada de
uma ndo centrada

René Descartes (Franca, 1596 — 1650) e
Pierre Fermat (Franga, 1601 — 1665), s&o os
dois principais responsaveis pela grande
criacdo matematica, a geometria das
coordenadas ou geometria analitica cuja idéia
central é associar equacgBes algébricas as
curvas e superficies. Segundo Descartes essa
geometria tem por objetivo a explicacdo dos
fenbmenos da natureza.

Fermat partiu da obra dos gedmetras gregos,
principalmente Apoldnio de Perga.

Descartes um dos fundadores da biologia
moderna, fisico de primeira e, so6
incidentalmente, matematico, chegou a

! Jodo Pedro da Ponte, p. 21
2 Conjectura = juizo ou opinido sem fundamento preciso;
suposic¢do, hipotese.

matematica por trés vias: a filosofia o estudo
da natureza e o interesse pelos usos das
ciéncias.

Exemplo de Cénicas

O Homem teve sempre necessidade de
explicar os fenbmenos que observava na
natureza. Ao longo do tempo foi encontrando
modelos para explicar o funcionamento do
Sistema solar.

Os primeiros modelos de que ha registro
consideravam que as Orbitas planetarias eram
circulares. Assim mesmo comegou por
considerar Johannes Kepler, chegando a
discordancia entre os resultados tedricos e as
observagbes do astrbnomo dinamarqués
Tycho Brahe, em que se apoiou.

Essa discordancia veio a ser
resolvida quando deduziu que as
orbitas planetarias eram elipticas
e publica em 1609 a sua
descoberta de que a Orbita de
: Marte em torno do Sol é uma
e == elipse.

A partir dai as cénicas, objetos até entdo
exclusivamente matematicos, revelaram a sua
estreita ligagdo com a natureza, em particular
com as trajetéria dos planetas no Sistema
Solar.

Esta descoberta, associada aos estudos de
Galileu, levou posteriormente (c. 1680) Isaac
Newton a formular a sua lei da gravitacdo
universal.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/elipses.htm#Astronomia

A lei de Boyle-Mariotte (estudada nos
compéndios de Fisica e Quimica), estabelece
gue sob temperatura constante, o volume
ocupado por uma certa massa de gas, é
inversamente proporcional a sua pressao.

Seja V o volume de um gés submetido a uma
pressado P, a uma temperatura constante. A lei
de Boyle-Mariotte, estabelece que P.V =
constante = k. A representacdo grafica da
equacao P.V = K (ou X.Y = K), do volume V em
funcdo da pressdo P, de um gas submetido a
uma temperatura constante, serd uma
hipérbole equilatera.



Oscar Niemeyer (1907 - ?)

A Catedral Metropolitana, ou
) Catedral de Brasilia, um dos
] 1 edificios publicos
1 desenhados pelo arquiteto
: Niemeyer nos anos 60 para
a capital brasileira. Esta catedral foi construida
entre os anos 1959 e 1980 e, tem na sua
arquitetura técnicas e materiais modernistas
misturados com as linhas curvas e a liberdade
da forma, préprias do periodo barroco
brasileiro.

7i

i

A base do edificio é circular e tem cerca de 60
m de didmetro, e o seu piso principal situa-se a
3 m do chéo. O seu telhado de vidro fosco, que
tem inicio ao nivel do chao é suportado por 16
colunas (arcos de hipérbole) curvas, colunas
estas, que vistas de fora do edificio, terminam
no topo de forma pontiaguda, lembrando a
imagem de uma coroa de espinhos. A parte
mais estreita do edificio est4 a cerca de 31 m
do chédo, é circular e tem cerca de 12 m de
didmetro. Perto da entrada do edificio estdo
quatro enormes estatuas conhecidas pelos
Quatro Evangelhos.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm33/Niemeyer.htm

O Coliseu construido no ano
(’ - 70 da nossa Era, inaugurado
. __}' no ano 80 e, inicialmente,
,! poderia sustentar no seu
Kdre Toele= nterior cerca de quarenta e
cinco mil espectadores.

Foi construido em marmore, pedra travertina,
ladrilho e tufo (pedra calcaria com grandes
poros). A sua planta eliptica mede dois eixos
que se estendem aproximadamente de 190 m
por 155 m.

http://pt.wikipedia.org/wiki/Coliseu_de Roma

:»‘.“‘ﬂq:? __ s PO

Residéncia Melanie Farkas, arquiteto Rodrigo
Lefévre, 1971.

Esta residéncia se insere na producdo do
arquiteto Rodrigo Lefévre, e é fruto de longa
pesquisa sobre o uso de abébadas parabdlicas
em concreto e blocos de barro, que durante os
anos 60 foi muito utilizada por ele em
programas residenciais.

Corte da Residéncia Melanie Farkas, No corte
observam-se as possibilidades de arranjo
espacial proporcionado pela ab6bada.
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Desenho: Mauricio Azenha Dias
Fonte: Revista Casa & Jardim, n°® 284, 1978, p. 90

http://www.vitruvius.com.br/arquitextos/arg038/arg038 01.asp

Na astronomia, a descoberta do cometa Halley
€ paradigmatica. Em 1704 Edmund Halley
“ estudou as Orbitas de varios
cometas, para as quais existiam
dados. Concluiu que os cometas
de 1682, 1607, 1531 e 1456 eram
afinal um Unico cometa que
descrevia uma 6rbita eliptica a volta do sol com
um periodo de cerca de 76 anos. Fez a
previsdo correcta do seu retorno em 1758, o
gue fez com que o cometa ficasse conhecido
pelo seu nome. Investigagbes recentes
sugerem que 0s chineses tivessem registado
este cometa em cerca de 240 a.C.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/plano.htm#Elipses
Atividade 1:

1) Marque dois pontos no papel quadriculado e
determine um conjunto de pontos que equidistam
dos dois pontos. Como este lugar geométrico” é
denominado?

2) Dados o ponto F e a reta r, no papel
guadriculado, determinem o conjunto de
pontos equidistantes da reta r e do ponto F.
Que curva vocés obtiveram?

3) No exercicio anterior, coloquem 0s eixos Ox
e Oy de modo que o eixo Ox seja paralelo a
reta r e passe pelo vértice; e o eixo Oy
coincida com o eixo principal da curva.
Considerem a equacdo da reta r como
sendo y = -d. Dado um ponto P (X)y)
pertencente a curva:

a) Determinem a expressdo algébrica da
distancia entre P e F.

b) Determinem a expressdo algébrica da
distancia entre P err.

¢) Qual a propriedade do lugar geométrico
do exercicio dois desta atividade?

d) Usando a propriedade, deduzir

expressao algébrica.

uma

4) No papel quadriculado, determinem o
conjunto de pontos P de modo que dpr =
2dp;. Que curva vocés obtiveram?

2 Lugar geométrico dos pontos que tém uma determinada propriedade é o
conjunto que contém todos esses pontos exclusivamente. (Dicionério de
matematica— HEMUS)

Lugar geométrico de pontos € a figura cujos os pontos, e so eles,
satisfazem a uma certa condiGao.
http://cinderella.lmc.fc.ul.pt/forum/msg/195/
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Apéndice C: Avaliacdo da turma A, turma B e turma C (2004)

CEFET-PB (3°A) — 10/3/2005
Dupla:

Em cada grupo de gréficos escreva a equacao que estéa faltando e destaque cada elemento do
mesmo.

xx+yy=4 y (1/0.4)yy- (1/2)xx=1 y
(x-2) "2+yy=9 (1/2) xx- (1/10) yy=1
(x+2) "2+ (y-1) "2=4 \ \ / /
\ /.
\\ /y
\ /
po ~~ \ / I el
P N |~ ~
y NP AN ~ \ {/ o
f X \ ~ [ f
/ \ -
3
\ / X T x
N )
SN / — / VN <
[N N / —~ / O\ N
N —
/ \
N/ / \
/ \
/.. /] N\
yy=4x y
(1/1.6) yy+(1/16)xx=1 y yy=2-x
(1/2)xx+(1/20)yy=1 N y
xx=8y o
— —
7 o / \ o N \\ //
,/ / \ \\ \‘ /
/ \ e
/ f \\ N o
[ \ B
[ — \ “ we »
— ~ N
~ —~
. = X v X
\ R e / /I
\ {
N \ / / "
\ / RIS
X A II \\ ~
AN \ [ / / \
-
~— —
-
1 |




138

CEFET-PB (3°B) — 11/3/2005 CEFET-PB (3°C) — 14/3/2005
Matematica: SecgOes Conicas Matematica: Secgdes Conicas
Dupla: Dupla:
Observe o conjunto de cbnicas abaixo e Observe o conjunto de cdnicas abaixo e
determine o que se pede: determine o que se pede:
y / \ h Y ,I
1/4(x-1)"2+1/9(y-3)"2=1 \\ - é
Yy-6x *x- Yi\l 1/4xx+1/16yy=1 /f
d > / \ . \\ / —
\\ //R //
\ - NS T \J/
N \ ) X /
N /
N \ / \\ /’
\ /
/ \ yy=2(x+3)
/ / \ / \
/’ \ AV \/
/’/ l/Qxx—l}llyyfl //’v [\\\
/ \ ~ / \
] 4 / ~/ N\
3 / ~—
// X\\
yd .
ELEMENTOS Conica: Conica: Conica: ELEMENTOS | Conica: Conica: Conica:
Eq. reduzida Eq. reduzida
Focos Focos
Vértices Vértices
Dist.. Focal Dist. Focal
Eixos maior e Eixos maior e
menor menor
Excentricidade Excentricidade
Parametro Parametro
Centro Centro
Diretriz Diretriz
Eixo real ou Eixo real ou
transverso transverso
Eixo imaginario Eixo
imaginario
Assintotas Assintotas




139

Apéndice D: Resumo conicas (2004)

CEFET-PB — 11/3/2005

Nome: Elinse Farskol \F‘ [r——
René Descartes (1596-1650) generalizou a utilizagdo das ; .
cbnicas e identificou-as como equagfes do 2° grau. Mas nem s o 7 e
todas as equacfes do 2° grau representam cdnicas. A ~ 4

As curvas definidas por equag¢8es do 2°grau em x e y do tipo: ‘ /(\ bt :

a) ax’+bxy+cy’+dx+ey+f=0 chamam-se conicas.

b) ax2+bxy+cy2+dx+ey+f:0 também pode definir uma reta, um ponto ou um cojunto vazio.

c)

ax2+cy2+dx+ey-f:O (b=0), definem cbnicas com os eixos de simetria paralelos aos eixos
coordenados.

L
e foco: o ponto F ® focos: os pontos F; e F
o diretriz: a reta d e focos : os pontos F; e F» ® vertices: os pontos A; € A;
) 3 e centro da hipérbole: o ponto
e vértice: o ponto V ® centro: 0 ponto O, que € 0 ponto 0, que é o ponto médio de

médio de F,F.
e parametro: p 12 MR

e vértices: 0s pontos A;, Ay, B, B, distancia focal: FjF, = 2c

e o vértice V e o foco F ficam numa
mesma reta, 0 eixo de simetria.

eixo real: AjA,=2a (na

® ¢eix0 maior: AlA,=2a

e Vé o ponto médio de dF =p, isto _ mesma direc&o dos focos)
— — ® eixo menor: BB, = 2b o .
é dV =VF = > ® eixo imaginario: BB, = 2b
A —_— 2 2 _ 2
e distancia focal: FjF, = 2c (b>0 tal que a” + b* = ¢°)

® Equacédo: pardbola com vértice na

; ; ® Equacéao: hipérbole com

origem, concavidade para a . x C2 o4 P :
direita e eixo de simetria relagdo fundamental: a“ = b + ¢ giexr:)trg na origem e focos no
horizontal, a reta d tem equagéo . c Y

—p ® exentricidade:{e=—|, como 2c < 2a 2y
x=—- € na parabola temos: . a —-—=1

2 entdo,c<ael<e<1l. a b

~ . . . b

> F(lz) ,o) ® Equacéo: elipse com centro na origem | @ Assintotas: y= X (retas

e eixo maior horizontal A . .
gue contém as diagonais do

retangulo de lados 2a e 2b)

2> P(x,y) 2y
->obtemos entdo, a equagéo da —t—== 1

parébola: [y* = 2pX a % /

o

> se considerarmos dF = 2p

entdo, a equacéo da parabola
fa

* o Definigéo: |q3—ﬁz|:2a

L}
. - " \" .-f’
b
® Uma hipérbole é chamada
equilatera quando as

medidas dos semi-eixos real
e imaginario sao iguais:

e Defini¢o: @+ﬁ2:2a

e Definicéo: ﬁ:’ =P_d
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Apéndice E: Questionario conclusivo (2004)

CEFET-PB
Marta Maria Mauricio Macena (15/3/2005)
Turma: Idade:

Nome (opcional):

Questionario ap6s a avaliacéo da
aprendizagem sobre as Secc¢des Cdnicas

Estimado(a) aluno(a) da 3% série do
CEFET-PB no ano letivo 2004, conto com
a sua colaboracdo que é necessaria para a
realizacdo dessa pesquisa.

Sou-lhe grata.

NA SUA OPINIAO:
1. Qual a importancia da histéria no estudo das
Seccdes Conicas?

2. Que contribuicdes trouxeram as atividades
praticas de ensino para a aprendizagem das
Secc¢des Conicas?

3. Como vocé relaciona a matematica aprendida
sobre as SecgBes Codnicas com a realidade

conhecida?

4. A matematica aprendida no estudo das
Seccdes Codnicas contribuiu para desenvolver
o espirito de curiosidade em relacdo a
matematica do dia a dia? De que forma?

5. Quais os pontos mais negativos das aulas
ministradas sobre as Secc¢des Conicas?

6. Quais os pontos mais positivos das aulas
ministradas sobre as Sec¢bes Conicas?

7. Quais as dificuldades enfrentadas durante as
aulas sobre as Secc¢des Conicas?

8. Que modificacdes precisam ser feitas nessa

metodologia de ensino para melhorar a
aprendizagem sobre as Secg¢bes Cdnicas?
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Apéndice F: Atividade 1 (2005)

CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matematica (seccdes cbnicas) — Data: / /2006

Componentes da equipe:

Guia de atividades n®1 (com fotografias e gravagées para registro).

1. No decorrer desta aula, cada equipe,
a) jogard em 3 tipos de tabuleiros de bilhar (A, B ou C) — 25 minutos para cada tipo;

b) elaborard e explicitard as possiveis estratégias de resolugéo (evitando a simples tentativa
e erro);

c) registrara as questdes que surgirem relativas a atividade;

d) testard as provaveis estratégias de jogar acertando o alvo;

e) fard anotagBes de acordo com os resultados obtidos em cada jogada;

f) construird a regra para jogar acertando o alvo (escrevendo com destaque);

2. Numerem ordenadamente os tabuleiros a medida que a equipe for desenvolvendo as
atividade.

(.. (.. (..

3. A atividade para cada tabuleiro (A, B ou C) tem o0 mesmo enunciado:
“Por tabela®, retirar a bola fixa no ponto determinado”.

4. Esperem o inicio da cronometragem.

5. Estratégias possiveis para o tabuleiro n® 1:

6. Questdes referentes ao tabuleiro n® 1:

2 Tabela > bordo interno da mesa de bilhar (Pequeno Dicionério Brasileiro da L ingua Portuguesa. R.
Janeiro: Ed. Civilizac8o Brasileira)



7. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.
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Tabuleiro n? 1

Quem o Justif_icativa_@o resultado
. > Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou ja testando as
Jogou: tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 COUT )
()E
()A
IC T (PP )
()E

8. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n° 1 (se ja encontrou):

9. Estratégias possiveis para o tabuleiro n® 2:

10. Questbes referentes ao tabuleiro n° 2:

11. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.

Tabuleiro n® 2

Quem o Justif_icativa.QO resultado
. 5 Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou ja testando as
logou: tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 COUT )
()E
(A
2 COUT )
()E




12. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n® 2 (se ja encontrou):
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13. Estratégias possiveis para o tabuleiro

n° 3:

14. Questdes referentes ao tabuleiro n® 3:

15. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.

Tabuleiro n 3

Quem Justificativa do resultado
oa0u? Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou j& testando as
Jogour tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 PR )
()E
()A
IC CUP )
()E

16. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n® 3 (se ja encontrou):
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CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matemética (sec¢Bes conicas) — Data: / /2006

Componentes da equipe:

Guia de atividades n°2 (com fotografias e gravacdes para registro).

I No decorrer desta aula,
g) cada aluno, na sua equipe, discutirhd a melhor maneira de tragar o lugar geométrico25
desejado.
h) cada aluno, na sua equipe, tragara lugares geométricos em papel quadriculado.
i) cada equipe registrara as questdes que surgirem relativas a atividade;
j) cada equipe construird uma definicdo para os lugares geométricos encontrados.

Il Tragando o primeiro lugar geométrico.

a) No papel quadriculado, marque dois pontos.

b) Fora da reta determinada por esses dois pontos, marque outro ponto.

c) Encontre a soma (S) das distancias a partir desse Ultimo ponto marcado até os dois
pontos iniciais.

d) Marque outros pontos tais que a soma das distancias a partir de cada um desses até os
dois pontos iniciais seja sempre S.

e) Verifique o lugar geométrico que comeca a surgir.

f) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?

g) Construa uma definigdo matematica para esse lugar geométrico.

Questdes sobre o
lugar geométrico 1

Definicao
1

%|_ugar_geométrico dos pontos que tém uma determinada propriedade é o conjunto que contém todos esses pontos exclusivamente.
(Dicionério de matematica— HEMUS)

Lugar geométrico de pontos é afigura cujos os pontos, e so eles, satisfazem a uma certa
condicéo.http://cinderella.lmc.fc.ul.pt/forum/msg/195/

Um lugar geométrico € o trilho percorrido por um ponto [...]

http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/~jnsilva/M estradinho3/Portugues/ Special M odes.html
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Il Tragando o segundo lugar geométrico.
a) No papel quadriculado, trace uma reta e marque um ponto fora dela.
b) Encontre o conjunto de pontos equidistantes da reta tragada e do ponto marcado.
¢) Verifique o lugar geométrico que comega a surgir.
d) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?
e) Construa uma definicdo matemética para esse lugar geométrico.

Questdes sobre o
lugar geométrico 2

Definicao
2

IV Tragando o terceiro lugar geométrico.

a) No papel quadriculado, marque dois pontos.

b) Fora da reta determinada por esses dois pontos, marque outro ponto.

c) Encontre a diferenca (D) das distancias a partir desse ultimo ponto marcado até os dois
pontos iniciais.

d) Marque outros pontos tais que a diferencga das distancias a partir de cada um desses até
os dois pontos iniciais seja sempre D.

e) Verifique o lugar geométrico que comega a surgir.

f) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?

g) Construa uma definicAo matemética para esse lugar geométrico.

Questbdes sobre o
lugar geométrico 3

Definicao
3
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Apéndice H: Avaliacdo 1 (2005)

CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matematica (seccdes cbnicas)— /| /2006

Concordo que meu nome e/ou minha

imagem, adquiridas nesse trabalho

de pesquisa, possam ser expostos
em trabalhos cientificos.

Aluno(a) Turma:

1. Para cada uma das cOnicas representadas
abaixo, determine o0s seus elementos
principais e escreva a sua equacao

O que pode ter originado o estudo da
geometria?

O que pode ter originado o estudo das
Seccdes Conicas?

reduzida:
y Por que a denominacdo Seccbes Cbdnicas
\ / " para o estudo que estamos fazendo no
o~ momento?
A
|
3 2 J m_l_]‘%
/ Onde estdo as SecgBes Codnicas no
N~ cotidiano  (passeio pelo CEFET/PB
\ fotografando)?
NS
. \ ~.
Que personagens histéricas estdo ligadas
ao estudo das Seccdes Conicas?
\ o
75NN
/ A
{ N -
Ty
' Comente sobre as atividades préticas de
T .1// ensino para a aprendizagem das Secgoes
)/,/ / Conicas.
s ud
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Apéndice I: Avaliacéao 2 (2005)

CEFET-PB
Matemética (secg¢Bes conicas) — Data: / /2006

Nome completo: Matricula: Turma:

Considerando um ponto genérico G(x, y) para cada curva abaixo representada, como também a
definicdo de cada curva (Manoel Paiva, Atica: 1995, p 174, 199 e 227):
a) Obter uma equacéo da elipse de focos Fi(-2, -2) e F; (2, 2), cujo eixo menor mede 2 unidades.

/

b) Obter uma equacéo da hipérbole de focos Fy(-2, 2) e F» (2, -2), cujo eixo menor mede 27
unidades.

PaipZe
Awamm

¢) Encontrar uma equacéo da parabola de focos F(2, 1), cuja diretrizér: x +y -2 = 0.
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Anexo A: Apostila sobre cbnicas

CEFET/PB

Coordenacéo de Ciéncias
Disciplina: Matemética

Prof®: Kalina, Rejane e Marta

Geometria Analitica: Cénicas

As coOnicas (circunferéncia, elipse,
pardbola e hipérbole) possuem todas €elas
um aspecto singular, poder ser obtidas pela
interseccdo de um plano com uma
superficie conica. O plano secante deve ter
uma inclinacéo escolhida
convenientemente. Veamos a figura a

Seguir.
V

R

As propriedades de reflexo geradas por
conicas (parabolGides, hiperboldides e
elipsdides) sdo usadas nos espelhos e
antenas ou para criara condicdes acusticas
especiais em auditorios, teatros, catedrais.

Devido as suas propriedades fisicas e até
estéticas, 0s arcos conicos surgem em
Engenharia e Arquitetura (pontes, cupulas,
torres e arcos).

Hoje em dia € muito comum vermos
pequenas antenas parabodlicas nos telhados
e terracos, a fim de captar programas de
televisdo. A construcdo dessas antenas
requer conhecimentos de geometria e
andlise.

Estudaremos a seguir as propriedades
dessas conicas.

Elipse
Elipse € 0 conjunto dos pontos de um
plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos € constante e maior que a
disténcia entre os focos.

2b . e ) C

B.

2a

e Os pontos fixos F; e F» sdo os focos da
elipse.

e O ponto O (ponto médio do segmento
F,F,) éocentro daelipse.

e Os segmentos PF,=d e PF,=d S50
chamados raios vetores do ponto P e
suasomaéigual a2a,isto & d=d'= 2a.

e A distancia de F; a F, (FF,=2c)
chamarse distancia focal.

e Os pontos A; e A, sdo chamados
vérticesdaelipse.

e Osegmento A A, =2a €0 eixomaior da
elipse.

e O segmento B,B,=2a € 0 €iXx0 menor
daelipse.

e A razéo e=§, em que O<e<l, é

denominada excentricidade da €lipse,
gue mede O seu maor ou menor
achatamento. Quanto maior o valor de
“€’ mais achatadaéaelipse.

e Aplicando o teorema de Pitégoras no
triangulo F,OB,, temos que

Equacao reduzida da elipse

1° caso: Para PF1+PF2 =2a, sendo P(X, Y)
um ponto da elipse e Fi(-c, 0) e F,(c, 0) os
seus focos, temos:

\/(x+c)2+(y—0)2 + \/(x—(:)2+(y—0)2 =2a

J(x+c)2+y?2 =2a— \(x-c)?+y?



Elevando os dois membros ao quadrado
e dividindo-os por 4, obtemos:

ay(x-c)2+y2 =a’—cx

Elevando novamente os dois membros
a0 (Quadrado, mais aguns caculos,
encontramos;

X2 (aZ_CZ) + a2y2: a2 (aZ_CZ)

Sendo a®> — ¢® = b? temos X* b? + a® y* =
a? b% Dividindo esta equacdo por a° b?
obtemos:

2 2
a~ b

Equacéo reduzida da elipse, centrada no (O,
0) e eixo maior contido no eixo das
abscissas.

2° caso: Para PF1+PF2 =2a, sendo P(x, Y)
um ponto da elipse e F; (O, -¢) e F»(0, ¢) os
seus focos, temos:

J(x=0)2+(y+c)2 + 4(x-0)? +(y—c)? = 2a

x> +(y+c)?> =2a— 4y +(y-c)?

Efetuando os cédlculos de forma andloga
ao 1° caso, obtemos:
2 2
X_+y_ =1
b2 a2

Equacéo reduzida da elipse, centrada no (O,
0) e eixo maior contido no eixo das
ordenadas.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7
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Exercicios de fixacdo

Numa elipse, 0 eixo maior esta contido
no eixo X e seu comprimento é 16.
Sabendo que a distancia entre os focos é

Determinar a equacdo da elipse de focos
F1(0, 3) e F»(0, -3), sabendo que o
compri mento do eixo menor é 2.

Resp. x2 +% =1
Determinar as coordenadas dos focos e
dos vértices da elipse de equacso 4x* +
25y* = 100.

Resp. Fi( 21, 0) e Fa(- /21, 0); Va(5, 0) e Vy(-5, 0)
Determinar a equacdo da elipse de
vértices V41(0, 6) e V,(0, -6) e que passa
pelo ponto P(3, 2).

8x? y?

Resp. —+>-=1

Determinar a equacdo da elipse de focos
Fi(3, 0) e F,(-3, 0), sabendo que o
comprimento do eixo menor é8.

X
Rep. 1Y 1
R T

Determine as medidas do eixo maior e

do exo menor da €lipse de
~ X2 y?

uacdo—+2—-=1.

S0 12 81

Resp. 24e 18

O eixo maior de uma elipse de centro na
origem esta contido no eixo x. Sabendo
gue o comprimento do eixo menor é6 e



a distancia focal é 10, determine a
equacdo da dlipse.
Resp. §+§:l
8) Determine a equacdo da €lipse cujos
focos sdo Fi(1, 0) e Fx(-1, 0) e que
passa pelo ponto P(2, 0).
Resp. XTZer—;:l
9) Determine as coordenados dos veértices
e as coordenadas dos focos da elipse de
equacdo 16x> + 25y° = 400.
Resp. V4(5, 0) e V(-5, 0); Fy(3, 0) e Fx(-3, 0)
10) Determine a distancia foca da elipse
2% +y? =2,
Resp. 2
11) Determine o comprimento do eixo
maior de uma elipse de focos F41(0, 4) e

F2(0, -4) e de excentricidade e = \EA _

Resp. 83

12) Determine a equacdo da elipse de

excentricidade e = oy sendoa=09.

Eixosdaelipse paralelosax ey

Seja uma elipse de centro no ponto C(Xo,
Yo) € eixos paralel 0s aos eixos coordenados.

1° caso: eiXx0o maior no eiXo X’ e eixo menor
no eixoy'’:
Yi

y

Yo

Em relacdo ao sistema x’ Cy’, a equacéo
daelipse é

a’ b?
Em relacdo ao sistema xOy, a equacgéo
daelipse é
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2 2
(X_;‘o) + (y—glo) _1
a b
Neste caso, os focos sdo Fi(Xo — C, Yo) €
F2(Xo + C, Yo) € 0s veértices sdo V1(Xo — a, Yo)
eVz(Xo + 2 Yo)

2° caso: eixo maior no eiXoy’ e eixo menor
no eixo Xx':

Y, y
Fz“\
YP(x, y)
Yo Y
C X

Em relacédo ao sistemax’Cy’, temos

(x) () _,

b? a’

Em relacéo ao sistema xOy, temos

2 2
(X_b;‘o) +(y—2/o) _1
a
Neste caso, os focos sdo Fi(Xo, Yo—C) €
F2(Xo, Yo + C) e 0s vértices sdo V1(Xo, Yo— )
eVa(Xo, Yot @)

Exercicios de fixagcdo

13) Determine o centro, os focos e as
medidas dos semi-eixos da €lipse
(x+2)? N (y+1)*

100 36
Resp. O(-2, -1) , Fy(6, -1), F»(-10, -1) a=10 e b=6

14) Ache a equacdo reduzida das seguintes

elipses:

1.




! ——
/ AN
\
J
\.\ ,,/
~—— -
0:55 1.0 15 20 25 310 355 40 45 50 55 60 65 7.0 7
a) -os
y
X
| \\x |
b)
N
ot T —
TN
‘\ /
g
X
1 > 5 7 b 10 11 12
C) -t
R@Aa)(x—zt) (-3 _, b)(x 6) L1 gt =9

225 9 16 36

15) Qual a equacdo da reta que passa pelos

(x—92)2+(y—1)2=1?

focos da elipse -

Resp.y—-1=0
16) Determinar a equacéo da elipse de eixo
maior vertical, sabendo que as
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coordenadas do centro sdo (2, -7) e 0s
semi-eixosvadema=8eb=1.
Rep, U2 02T

17) A distincia minima do planeta
Mercurio ao Sol é de aproximadamente
28 milhdes de milhas e a excentricidade
da o6rbita é de 1/5. Calcule a distancia
méxima do planeta Mercurio ao Sol.

Resp. 42 milhdes de milhas

18) O eixo da elipse descrita pela Terra em
sua Orbita mede 186 milhdes de milhas
e sua excentricidade é de 1/62. Calcule
as distancias maximas e minimas da
Terraao Sol.

Resp. dma= 94,5 € dpyin=91,5

19) (PUC-SP) Um ponto P da €lipse

X2 y2 .

?+T=1 dista 2 de um dos focos.
Qual a distancia de P ao outro foco da
elipse?

Resp. 4
~ . L X2 y2
20) A equacdo de uma elipse € — +-—=1.
p” q
Sabendo que a €elipse passa pel os pontos
A(2,1) eB(+2, 2) determinep eq.
Resp., _ V%2 eq=17

21) (UFPB-2000) Na figura abaixo esté
representada a elipse de equacdo 9x* +
25y* -225 = 0 com focos F; e F, e 0s
pontos A e B. Se dp, denotaadistancia

entre os pontos P e Q, cacule
dAB+dBF2+dF2A.
Resp. 20

22) (UFPB-2002) A prefeitura de Jodo
Pessoa, pensando na urbanizagdo da
area em frente ao Shopping Sul, plangja
construir uma praga em forma de elipse,
conforme mostra a figura abaixo, além
de duas lanchonetes localizadas nos
pontos A e B das retas tangentes a
glipse, paraldlas a reta y = -x.
Determine as coordenadas dos pontos
onde ficardo as lanchonetes.



\ . /

5 »

o o2

Parabola
Par&bola é o conjunto dos pontos de um
plano, equlidistantes de um ponto fixo F
(foco) e de umaretad (diretriz), F ¢ d, isto
é PF=Pd.

\ d
g D

FP, =P.D,
FP, =P,D,

eixode

simetria =1 \VJ

R S Hp,

Na figura, destacamos:
¢ foco da pardbola: o ponto F
e retadiretriz aretad

e eixo de simetria: a reta que passa pelo
foco F e é perpendicular adiretriz

e Vértice da parabola: o ponto V, ponto
médio do segmento FD, isto € FV =VD

Equacao reduzida da pardbola

1° caso: Para vértice na origem e eixo de
simetria sobre 0 eixo y, temos.

PF =Pd =>/(x=0)2 +(y— p)* ={(x=x)? +(y+ p)?
Efetuando

os célculos,

X2

“4p

encontramos:

x> =4py| ou |y , Que sdo equacOes
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reduzidas da pardbola de foco F(O, p) e
diretrizy = -p.

y

, FO, p).
e se p>0, a pardbola \ 4/4

tem a concavidade V .

voltadaparacima.  dy=p (. -p)
y
o s p<0, a dy=-p (0,-p)
pardbola tem a Y
concavidade %Op a\x
voltada para
baixo.

2° caso: Para vértice na origem e eixo de
Simetria sobre o eixo x, trocando x por y
nas equacdes anteriores, temos:
2

Y
4p

parabola de foco F(p, 0) e diretrizx = -p.

y? = 4px

ou |x , que sdo equacles reduzidas da

y
e se p>0, a pardbola tem V/F(p, 9
a concavidade voltada |(P.O x
paraadireita

X=-p

e se p<0, a pardbola \
tem a concavidade v

voltada paa a Fp.0 / .0 »

esguerda.
Equacdo da pardbola com eixo de simetria
paralelo a um dos eixos coordenados

Seja uma pardbola de vértice V (Xo, Yo)-
1° caso: 0 eixo da parabola paralelo ao eixo
y.




y
y
y P(x,
yo\

a Xo X

\Y X

A equacdo dessa parabola é dada por
(X —Xq)” = 4p(y — Yo)|

A equagdo dadiretriz é dadapor y = yo —
p e o foco tem coordenadas F(Xo, Yo + p).

2° caso: 0 eixo da parabola paralelo ao eixo
X.

y 1Y
y P(x, y)
Yo
\V X
0 X0 \( X

A equacdo dessa pardbola é dada por
(Y —Yo)* = 4p(X — Xo)|

A equacdo dadiretriz é dada por x = yXo
—p e o foco tém coordenadas F(xo + P, Yo)-

Exercicios de fixacdo
23) Uma pardbola tem o foco F na
interseccdo dasretasy =0ex =8eo0
vértice na origem dos  eixos
coordenados. Determine:
a) aequacdo dadiretriz e
b) a equacéo dessa pardbola.

Resp. x=-8ey?—32x=0
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24) Determinar a equacdo da pardbola cujo
vértice € a origem dos eixos
coordenados, 0 eixo de simetria € 0 eixo
y e passa pelo ponto P(-3, 7)

Resp. x? :g—yy

25) Dada a parébola de equacdo y* = -20x,

pede-se:

a) as coordenadas do foco;
b) aequacdo dadiretriz
c) o esboco do grafico
Resp. a)F(-5,0) b)x=5
26) Determinar as coordenadas do vértice,
as coordenadas do foco e a equacdo da
diretriz da pardbola de equacéo y* — 4y

-8x+28=0
Resp. V(3,2), F(5,2) ex=1

27) Uma pardbola tem foco F(2, 3) e
diretriz dada pela reta x = - 4.
Determine:

a) as coordenadas do vértice
b) adistanciap do vértice ao foco
C) aeguacao dessa pardbola.

Resp. @) V(-1,3) b)p=3 ¢) (y—3)?=12(x + 1)

28) Determinar as coordenadas do vértice
V(Xo, Yo), a distancia p do vértice ao
foco F( 1, 4) cujadiretriz é aretay + 2
=0.

Resp. V(1,1), p=3 e (x—1)?=12(y-1)

29) Determinar as coordenadas do vértice,
as coordenadas do foco e a equacdo da
diretriz da pardbola x* + 2x + 4y - 15 =
0.

Resp. V(-1,4), F(-1,3)ey =5

30) Determinar a equagéo da pardbola cujo
eixo de simetria é vertical e que passa
pelos pontos A(-3, 5), B(0, 4) e C(2, 0).

Resp. X2~y -4=0

31) Uma pardbola tem foco F(-1, 8) e
diretriz dada pela equagdo y = 5.
Determinar as coordenadas do vértice e
a equacado dessa pardbola.

Resp. V(-1, 13/2) e (x + 1)? = 6(y — 13/2)

32) (Merck-SP) Determinar a equacéo da
pardbola de foco F(O, 1) ediretrizy + 1
=0.

Resp. X2 = 4y



33) (FGV-SP) Num sistema cartesiano
ortogonal, determinar a equacdo do
lugar geométrico dos pontos que
equidistam do eixo OY e do ponto (4,
0).

Resp. y* = 8(X —2)

34) Determinar a distancia do vértice da

pardbola y = (X — 2)(Xx — 6) a reta

4
=—X+5.
y 3

Resp. ?
35) (Fatec-SP) Asretasporx =4ey+Xx =
3 se interceptam no ponto A. Calcular a
distéancia do ponto A ao vértice da
parédbola definida por y = x? — 2x — 3.
Resp. a2
36) Determinar a equacdo da reta que passa
pela origem e pelo vértice da pardbola
deequacdioy = -x* + 4x — 3

X
Resp. Y*E

37) (PUC-SP) Determinar as coordenadas
do vértice da pardbola 2x* + 4x +3y — 4
=0.

Resp. V(-1, 2)

38) Calcular os valores de b para os quais a
pardbola y = x* + bx tem um Unico
ponto em comum com aretay = x — 1.

Resp.b;=3 e b=-1

39) (S80 Carlos-SP) Determinar  as
declividades das retas tangentes a
pardbolay = x? e que passam pelo ponto
P(0, -2).

m=+242
Resp.

40) Determine as equagbes das pardbolas
que verificam as seguintes condigoes:
a) Foco (6, 0) ediretrizx =-6
b) Foco (0,-4) ediretrizx =4
Resp. y2=24x e x?=-16y
41) Uma pardbola tem como foco o ponto
F(4, 2) e para diretriz, a reta de equacéo
X = -6. Determine:
a) O vértice dessa parabola
b) A suaequacéo
Resp. V(-1, 2)
42) Considere a pardbola de equacéo (y +
4)? = 8(x — 1).
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a) Calcule as coordenadas do vértice e
do foco.

b) Faca um esboco do gréfico dessa
parabola.
Resp. V(1, -4) e F(3,-4)

43) (UFPB-20032) Maria, empolgada com
suas realizagcdes, resolveu construir na
praca principal (esbogo abaixo) uma
cobertura de forma triangular, com
vértices em colunas verticais, erguidas
exatamente nos focos das conicas 4y —
x> —8=0e 9 - 16y* — 144 = 0.
Sabendo que a regido a ser coberta é
plano e horizontal, calcule a area dessa
regio.

Resp. 15

Hipérbole
Hipérbole € o conjunto dos pontos de
um plano, cuja diferenca a dois pontos
fixos F1 e F, (focos) desse plano é uma
constante positiva e menor que a distancia
entre os focos.

e ‘ﬁ - ﬁ‘ =2a

_ u FF,=2c
N 2a<2c

Na hipérbole abaixo destacamos:



e Os pontos fixos F; e F, sdo os focos da
hipérbole.

e O ponto O, ponto médio do segmento
F,F, , €0 centro dahipérbole.

e A distancia de F, a F, (FF, = 20)
chama-se distancia focal.

e Os pontos A; e A, sdo chamados
vértices da hipérbole.

e O segmento A,A, = 2a é 0 €ixo real ou
transver so da hipérbole.

e O segmento BB,= 2b € 0 €ixo
imaginario ou conjugado da hipérbole.

e Arazioe=2, em gue e>1, pois a<c &
a

denominada excentricidade da

hipérbole.

e Usando o teorema de Pitdgoras no
triangulo retangulo B;OA,, temos

& + b}

Equacoes da hipérbole

1° caso: Centro na origem e eixo real sobre
0 eiX0 X, temos:
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X

Para um ponto P(x, y) da hipérbole,
temos:

Pr, - - 2a

oty oty 7

(x+CP +y? = 2a+,/(x—cP+y?

Elevando os dois membros ao quadrado
e efetuando todos os célculos necessarios,
temos;

2° caso: Centro na origem e eixo real sobre
0 exoy, temos:

Fz(o, C)1

Az

O
Az

Procedendo do mesmo modo, obtemos a
equacao:

2
y X _
_2____']_

2
b2

<))

Equacoes da hipérbole com eixos paralel os
a0s eixos coordenados




1° caso: Centro no ponto C(Xo, Yo) € €x0
real paralelo ao eixo X, temos:

Y) y
B,
Cc
by
Yo A A,
F1 C a I:2 X
> B1
[ Xo <

Neste caso, a equacdo da hipérbole é dada
por:

(x=%)* _(y=vo)* _,

a’? b2

2° caso: Centro no ponto C(Xo, Yo) € €X0
real paralelo ao eixoy, temos:

y

y
F [}
Az
al C
Yo §2 o b B, -
Aq]
Fu'_\
(0] Xo <

Neste caso, a equagao da hipérbole é dada
por:

(y—YO)2 (X—X0)2_1
a2 b2

Exercicios de fixacdo
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44) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos Fi(5, 0) e Fx(-5, 0) e de vértices
V1(3,0) eVa(-3,0)

Rep. =-Y -1
7

45) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 4) e F»(0, -4), sabendo que o
eixo real mede 6 unidades.

2
y X
Rep. g7 =t

46) Determinar a medida do eixo rea, do
eixo imaginario e a distancia focal da
hipérbole de equacdo 9x? — 16y* = 144.

Resp. 2a=8, 2b=6e2c=10

47) Achar a equagdo da hipérbole de centro
(4, -2) e eixo rea paralelo ao eixo X,
saber(1do) q%Je )Za: 10e2b=4.

x-4f (y+2)?

Rt/ B A A
Rep. =% 72

48) Achar as coordenadas do centro, do
vértice e do foco da hipérbole y? — x? +
2y—-2x—-1=0.

Resp. Fi(-1, -1+ /2 ) e Fy(-1, -1-42 ); Vy(-1,0) e Vy(-1, -2)

49) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 6) e F»(0, -6), sabendo que o
eixo imagin&io tem 8 unidade de
comprzi mento.

50) Numa hipérbole a distancia focal € 16 e
o comprimento do eixo real é 12.
Determine a equacdo da hipérbole,
sabendo que os focos pertencem ao eixo
das absmssas

X 2
R 36 28~

51) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 4) e F»(0, -4), e vértices
V1(0, 1) eV2(0, -1)

X
Resp. y>-——=1
esp. ¥' 2

52) Os focos de uma hipérbole sdo F1(4, 0)
e Fx(-4, 0) e 0 eixo conjugado tem 23
de comprimento. Determine a equacdo
da hi Qérl:gol e.

-

53) Os focos de uma hipérbole sfo F1(+/13,
0) e Fx(-4/13, 0) e passa pelo ponto P(1,
0). Determine a equacao da hipérbole.



Resp. X° Y 1
12

54) Determine as coordenadas dos focos,
dos vértices e a excentricidade da
hipérbole de equac&o 4x? — 25y* = 100.

Resp. F1(v29 , 0) e Fy(-v29 , 0); V4(5,0) e Vy(-5,0); e:@

55) Determine a equacdo da hipérbole de

focos Fi(5, 0) e Fx(-5 0) e de

excentricidade e= % .

XZ y2
Resp. -2 -1
P 9.

Assintotas da hipérbole

Na hipérbole da figura a seguir temos
um reténgulo ABCD cujos lados medem 2a
e 2b.

y
B o A
. -a a, .
Fl('C, 0) Fz(C, 0) X
o -0 D
11 1,

As retas e 1,, que contém as diagonais
desse tridngulo de lados 2a e 2b, séo
chamadas de assintotas da hipérbole.

As equacdes das assintotas sdo:

e Eixo rea horizonta e centro O(0, 0):
assintotas passam pela origem e tém

equacoes

b b
1 ==X e 1 =—X
( 1) y a ( 2) y a

e Eixo rea vertical e centro O(0, 0):
assintotas passam pela origem e tém

equacoes

(12) y:—_ax

a
(1) y==x e .

b

e Eixo rea horizontal e centro C(Xo, Yo):
assintotas tém equactes
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(11) (y-vo)= g(x— %) € (12)

(y-Yo)= 2 (x-)

e Eixo rea vertica e centro C(Xo, Vo):
assintotas tém equagdes

(1) (y-yo)=plx-x) € (12)

(y- yo)=_—tf(x—><o)

Hipérbole equilatera
Uma hipébole é chamada equilatera
guando os semi-eixos, real e imaginarios
sdo iguais. Ou sga, quando a = b, conforme
figuraaseguir.

Exercicios de fixacdo

56) Determine a excentricidade e a equagéo
das assintotas da hipérbole 4x* —y* = 16

Resp. e=4/5 e y=#2x

57) Determinar a  excentricidade, as
assintotas e a equacdo da hipérbole de
eixo real horizontal medindo 10, centro
na origem e foco F4(-7, 0)

7 246 x2 y2
Resp. e=+; y=t —x; =1
50 5 25 24

58) Determine a equacdo de cada hipérbole
representa a seguir.
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2 2 2 2
-12 -10 -18 -15
Rep. o) 022 o10)% ) (o1 (rc)?

59) Dada a hipérbole 5x? — 4y* — 20x — 8y —
108 = 0, determinar:

a) o centro
b) o eixorea
C) osveértices
d) oeixoimaginario
e) osfocos
f) o gréfico dahipérbole
Resp. 8)(2, -10) b)4 ©) V4(0,-1) e Vy(4,-1) d) 2J5 € Fy(-1,-1) e Fx(5,-1)

60) Determine as equacles das assintotas
das seguintes hipérboles.
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a) ﬁ_y_z
16 9
2 2

by XY g
49 64

C) 4x?-8y?=1

X

Rep.a) y-+2* b) y-:2 g y:tg
61) Seja a hipérbole de equacdo 4y* — x° =
16. Determine a egquagdo da
circunferéncia cujo centro coincide com
o centro da hipérbole e que passa pelos
focos da hipérbole.
Resp. X2 +y? = 20
62) (UFPB) Qua a distancia focal na
hipérbole 18x? — 7y* — 36x — 108 = 07
Resp. 10
63) Ache a equacdo da hipérbole de centro
(-3, 4) e eixo rea paralelo ao eixo vy,
NOS seguiintes casos.

a 2a=20 e 2b=26
b) 20=6 e 2c=12

,122 ,102 —182 7152
Rep. o) Oo2® (0 (o) Octo)?

72

64) Cacule a &ea do triangulo cujos
vértices sd0 a origem e as interseccOes

- s y2 X2 7
da hipérbole T 1 com a parébola

y=x%

Resp. X2 +y? = 20
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