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Apresentagio

Com grande satisfagio, apresentamos a publicacio dos livros que
compoem a Cokgdo Histdria da Matemdtica para Professores, correspondentes aos
Minicursos ministrados no X Semindrio Nacional de Histéria da Matemidtica (X
SNHM). T4l colegio se deve 2 iniciativa da Sociedade Brasileira de Histéria da
Matematica (SBHMat), que tem organizado a publicacio, em forma de livros,
do material associado aos Minicursos oferecidos aos patticipantes dos
Seminarios Nacionais.

A Colecio, antedormente denominada Série Textos de Histiria da
Matemitica, surgiu no 117 Semindrio Nacional de Histéria da Matemtica, realizado
em Natal — RN, em 2001.

Com o objetivo de eariquecer o desenvolvimento da pesquisa em
Historia da Matematica no Brasil, bem como auxiliar na formagio continuada
dos professotes e pesquisadotes na area, a Coleciio Histéria da Matematica
para Professores apresenta resultados de pesquisas cientificas atuais, de forma
didatica e acessivel a um publico bastante amplo.

Os textos dos Minicursos que compdem a Colgpdo, produzidos para o
X SNHM e que abrangem tdpicos diversos da Historia da Matematica, sdo:

A MATEMATICA NO ENSINO FUNDAMENTAL: UMA
ABORDAGEM DIDATICA CENTRADA EM PROBLEMAS COM
MOTIVACAO NA HISTORIA.

Severino Barros de Melo

INTRODUCAO AOS METODOS DE EULER PARA ACHAR
NUMEROS AMIGAVEIS.
John Fossa & Sarah Ledncio

ANALISE MATEMATICA NO SECULO XIX.
Rosa Baroni & Silvio Otero-Garcia

UM PASSEIO HISTORICO PELO INICIO DA TEORIA DAS
PROBABILIDADIES,
Angelica Raiz Calabria & Mariana Feiteiro Cavalari

UMA HISTORIA CONCISA DA LOGICA PARACONSISTENTE.
Evandro Luis Gomes & Itala Mara Loffredo ID’Ottaviano



ALEM DO MARQUES: A "REGRA DE L'HOSPITAL" NO CONTEXTO
DA HISTORIA DA ANALISE.
Fernando Q. Gouvéa

O PAPEL DA VISUALIZACAO NA HISTORIA DOS NUMEROS
COMPLEXOS.
Gert Schubsng

Esperamos que tal material contribua ainda mais para o ji crescente
movimento de pesquisa na 4rea de Historia da Matemdtica, bem como
possibilite novos iusightr para o aprimoramento da pritica cientifica ¢
pedagdgica de seus leitores.

Fabio Maia Bertato
Coordenador Local do X SNHM

Itala Maria Loffredo D'Ottaviano
Coordenadora Cientifica do X SNHM
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Capitulo 1
Introdugio

Os puimeros complexos constituem um conceito revelador para
desenvolvimentos na histéria da matemitica. Embora eles tenham se tornado
conhecidos desde as pesquisas na algebra de matematicos italianos no século
XVI, e embora cles tenham sido utilizados em seguida nio somente na
dlgebra, mas também na andlise, cles nio foram aceitos como conceitos
matemiéticos legidmos durante virios séculos. Sua designacio como nimeros
ou quantidades “imagindrios” ou “impossiveis” documenta este papel
ambiguo. Descartes representa uma voz caracteristica para o século XVII:

“les racines [...] ne sont toujours reelles; mais quelquefois seulement
imaginaires; c’est a dire qu’on peut tousiours en imaginer autant que iay dit en
chasque Equation; mais quil n’y a quelquefois aucune quantité, qui
corresponde a celles qu'on imagine” (Descartes 1637, 38).

E Euler, que utilizou nimeros complexos no século seguinte de mancira
extensa, comentou:

“And since all numbers which it is possible to conceive are either greater or less
than 0, or are 0 itself, it is evident that we cannot rank the square root of a
negative number amongst possible numbers and we must there fore say that it
is an impossible quantity. In this manner we are led to the idea of numbers
which from their nature are impossible; and therefore they are usually called
imaginary quantities, because they exist merely in our imagination [...]. But
notwithstanding this, these numbers present themselves to the mind; they exist
in our imagination, and we still have a sufficient idea of them” (Euler, Algebra
1770, §§ 143, 145; from the English translation 1840).

Foi por meio de abordagens de visualizagio, por conceitos de
geomettia que os nameros “imaginarios” ganharam os direitos de “cidadania”
na drea da matematica — nas palavras de Gaull. Os textos aqui selecionados

analisam ¢ documentam este processo.

O primeiro texto, Argand and the early Work on Graphical Representation:
New Sources and Interpretations, € a versio escrita da palestra com este mesmo
titulo, ministrada no International Symposium sobre Caspar Wessel,
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organizado por Jesper Liitzen na Royal Danish Academy of Sciences and
Letters, de 11 a 15 de agosto de 1998. Nos Anais deste evento foi publicada
sua versdo revisada (ver a bibliografia).

O scgundo texto, A biggrafia de Argand — a historiografia e as fonts, é a
reprodugdo do texto publicado nos Awais do 13° Seminario Nacional de Hisidria
da Ciéncia ¢ da Tecnologia, org.s Marcia Regina Barros da Silva, Thomas A, S.
Haddad (Sio Paulo: EACH/USP). [Documento eletronico. Modo de acesso
ao texto: http://www.sbhe.org.br/], 1-9.

O terceito texto ¢ uma reprodugio de uma pigina do texto de
Karsten, analisado no primeiro texto desta coletinea, e serve como desafio
para transcrever textos antigos alemies em fonte gotica.

O quarto texto é a primeira tradugdo do famoso artigo de Gaul} de
1831 proclamando e explicando a aceitagio dos nimeros imaginarios como
nimeros complexos, do alemio para o portugués,

O quinto texto apresenta um comentirio e uma analise de Gerard
Grimberg sobre este ultimo de importincia matemdtica e epistemoldgica.
Neste texto e na tradugio houve cooperagao com Gert Schubring.

O sexto ¢ ulimo texto é uma traducdo, também por Gerard
Grimberg, de um documento importante de Bernhard Riemann sobre fungées
de uma grandeza varidvel complexa que documenta o uso pertinente da
conceitualizacio de Gauli sobre nimeros complexos



Capitulo 2

Argand and the early Work on Graphical
Representation: New Sources and Interpretations

Evidently, at this Wessel Symposium, there is no need for further
analysing in detail Wessel's conceptions. I need only to mention those of his
basic concepts, which are necessary for establishing the connections with the
ongoing discussion in the mathematical community at large.Wessel did not
bother of the epistemological problems associated with the notion of negative
quantities in the French discussion - rather, he extracted from it two basic
notions and rearranged them: the notion of éfre nuniérigne and the notion of ére
spécifique or gnalité of a given quantity. Whereas these two notions had been
treated as separate concepts in the French discussions of the 18th century,
Wessel forged them together - renaming them as segment de drodtes and direction
de segment. His innovative procedure was to enlarge the notion of direction. He
considered the concept of simply opposed directons like positive and
negative directions as quite common and envisaged to remain no longer
restricted to directions within the same line but to enlarge it to directions in
the entire plane and even in the sphere. As Wessel explains:

"n'en bornons pas [...] l'usage aux segments de droite de méme sense ou de sens
opposé, mais étendons-en [...] 4 une infinité d'autres cas" (Wessel 1897, 3),

Starting from this approach, Wessel proposed, for instance, as one of
his generalizations the segwent perpendicnlaire. My intention today is, as already
mentioned, not to analyze the application of these generalizations but to
discuss the point raised by Valentiner, one of the editors of the French
version in 1897. Wessel expressed his astonishment about the innovations
achieved by outsiders in these words:

"il est étonnant qu' un homme puisse composer un ouvrage aussi rematquable
que celui qui nous occupe, aprés avoir dépassé la cinquantaine, sans avoir
jamais, ni avant ni aprés, produit aucune oeuvre scientifique" (Valentiner 1897,

V.
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Almost the same remark can be made about most of the inventors of
the graphical representation of complex numbers before Gaull's publication
of 1831. In fact, historiographers of mathematics nse to wonder about the
simultaneousness of these inventors around 1800 and about their common
pattern to be marginal to the mathematical communities, to be non-
professionals and amateurs.My intention today is to conttibute to somewhat
understand this mystery. Two authors who will provide some elements for

enlightening the issue are Argand and Buée.

1 Argand

Axgand, the author of the booklet:

Essai sur une maniére de représenter les quantités tmaginaires dans les consirsictions
Léoniétrigues

uses to be identified as Jean Robert Argand, living from 1768 to 1822 and is
reported to have been a bookkeeper in Paris (teneur de livres). As you will see,
these few known data seem to be doubtful Argand's text, allegedly published
in 1806, did not remain unknown like Wessel's but became discussed since
1813/14 and Argand himself participated in the discussions. These debates
took place publicly: in the

Annales de mathématiques pures et appliqudes,

published by J. D. Gergonne at Montpellier, in the fitst joutrnal specialised in
mathematics. Yet, the public of this journal was a restricted one - the
dominant Paris mathematicians did not participate in it.Analogously to
Wessel, Argand begins with reflections on opposed quantities and uses the
anzlogous conceptual differentation of rapport numérigne and rapport de direction.
He goes on to ask if one can generalize these concepts to imaginary quantities,
given that one cannot assign them a geometrical representation on one line as
it is the case for two opposed, so-called positive and negative directions. Thus,
he looks for a geometrical constructon in the same plane. He proposes such a

construction in the plane by interpreting the proportion
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13 2= 2021

as yielding the mean proportional. By this approach, Argand transformed the
proportion 1 : -1 = -1:1 - up untl his time the touchstone for each approach
to understand negative numbers - into the cornerstone for a new theory.
Argand is therefore a nice illustration for Lakatos's model of conceptual
development: former monsters become the definitory fundament for
innovations. Having identified the notions of grandeur absolne and of direction to
constitute his conceptual basis, he searches whether it should not be possible
to combine them in such a way than one can assign a place to the imaginary
quantitics within the conceptual field of positive and negative quantities ("une
place dans I'echelle des quantités positives ou negatives" (Argand 1874, 6).)

His answer was to exploit the basic proportion in a geometric way:

"En y réfléchissant, il a paru qu'on parviendrait 4 ce but si l'on pouvait trouver
un genre de grandeurs auquel put s'allier I'idée de direction, de maniére que,
étant adoptée deux directions opposées, I'une pour les valeurs positives, l'autre
pour les valeurs négatives, il en existit une troisiéme telle, que la direction
positive fit 4 celle dont il s'agit comme celle-ci est 4 la direction négadve"

(ibid.).

In expanding this approach, Arpand did not restrict himself to the
perpendicular lines, to imaginary quantities hence, rather he constructed
geometrically all directions in a given plane and achieved, thus, to construct
complex numbers as well. Argand gave as general algebraic form for complex
numbers:

P b—\!——l (lbld., 12),

and showed by the following figure the corresponding lines with their
direction:
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Figure 1: Argand 1874, 7

Leading mathematicians seemed - during this period - not to be really
interested in these foundational efforts. A revealing example for this lack of
interest is presented by Adrien Marie Legendre (1752-1833). As is well
known, Argand's ideas attracted for the first time some public interest when
Jacques Frédéric Frangais (1775-1833), an Alsatian mathematician, published
in 1813 an article in Gergonne's Annales whete he referred to the ideas of an
unknown author:

"Te dois [..] 4 la justice de déclater que le fond de ces idées nouvelles ne
m'apparticnt pas. Je l'ai trouvé dans une lettre de M. Legendre a feu mon frére
{I'rancois Joseph Francais, 1768-1810], dans laquelle ce grand géométre lui fait
patt {comme d'une chose qui lui a été communiquée, et comme objet de pure

cutiosité) du fond de mes définitions 2% et 3%, de mon théoréme 1%, du

corollaire 3¢ de mon théoréme 1I€ [..]. Je désite que la publicité que je donne
aux résultats auxquels je suis parvenu puisse déterminer le premier auteur de
ces idées 4 se faire connaitre, et 4 mettre au jour le travail qu'il a fait lui-méme
sur ce sujet” (Francais 1813a, 71).

As is well known, too, this appeal induced Arpand to enter into the
debate and to show that he was the author.I have been lucky enough to detect
this letter from Legendre to Francais the elder brother. It is a letter dated 2
November 1806; in its final part, Legendre reports to Francais that an
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unknown person had addressed him with a mémoire. Legendre showed himself
astonished about the quality of this paper and of the missing ambition of its
authot.

"Il y a des gens qui cultivent les sciences avec assez du succés sans étre connus
et sans courir pour la renommée. Derniérement j'ai vu un jeune homme qui m'a
engagé 4 lire un travail qu'il avait fait sur les imaginaires; il ne m'expliquait pas
trés bien son objet, mais il me faisait entendre qu'il tegardoit les quantités dites
imaginaites comme aussi réclles que les autres, et qu'il les representait par des
lignes. J'ai témoigné d'abord bien des doutes 4 l'auteur, cependant j'ai promis de
lire son mémoire. J'y ai trouvé contre mon attente, des idées assez originales,
fort bien présentées, appuyées de connaissances de calcul assez profondes, et
enfin qui conduisent 4 des conséquences fort exactes telles que la plupart des
formules de trigonométrie, le théoréme de Cote, etc. Voici une esquisse de ce
travail qui vous intéressera peut-€tre et qui vous fera juger du reste."

In fact, Legendre first explained Argand’s approach for the geometric
construction of imaginary and complex quantities and then went on to outline
two of Argand's applications: - the trigonometric formulas like  cos(atd) =
cosacosh - sinasing , - the so-called Cotes's theorem:
cosras Ao i (eos e stn e Legendre declared himself not to

be interested in this as 2 research subject but appealed to Francais to further
develop these ideas:

"Te ne tend ici qu'une pette partie de ses idées, mais vous y suppléerez et peut-
étre vous trouverez comme moi qu'elles sont assez singulidres pour mériter
attendon. Au reste je vous les abandonne simplement comme objet de curiosité
et je ne me chargerois pas de les défendre."

It seems that without his letter from ILegendre to Francgais, Argand's
paper would necither have been discussed by contemporary mathema-ticians
not would it ever have become publicly known. In fact, there is no proof that
this paper was published in 1806. The only indication of this date is given by
its printing on the title page but this is not decisive, for three reasons:

- The booklet has not been deposited at the Dépor Legal at Paris as prescribed
by the law for published books, as my research at this office has shown.

- All my searches did not effect in identifying an original version in a French
or a foreign library. All the copies in libraries are cither the 1874 second
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version published by Hoiiel or later reprints. And the 1874 editicn is made on
the basis of a copy, which Argand had sent to Gergonne.

As I have learnt recently from Luigi Pepe, there is, however, at least a

second copy of the first printing - it is in the property of Jean-Luc Verley
(Paris), who - as a bibliophile mathematician - possesses an impressing
collection of old books, Curiously enough, the inspection of this copy proved
that it belonged to Gergonne, too!
- Legendre's letter gives a supplementary argument: Legendre wouldn't have
communicated Argand's ideas to Frangais and invited him to pursue and
further develop them if the paper would already have been published or if a
publication would have been imminent. Moreover, according to the rules of
the Paris Iustitut, only not yet published manuscripts were allowed to be fully
reported upon in this Academy - so, if ever Argand should have wanted to
have a chance for such a report, his paper had to remain a manuscript. In fact,
Argand himself mentioned in 1813 that Legendre examined, in 1806, "mon
manuscrit" (Asgand 1813b, 133).

The only thing which one can say with certainty is that the paper was
printed somewhere between 1806 and 1813, without an indication of the
author; it was, however, only privately distributed and not published. Even in
1813, it did not attain the character of a real publication: The only known
copies all belonged to Gergonne (see above). Although Argand had offered, in
his 1813 paper in the Annales, to sell copies of his Essai (Argand 1813b, 133),
apparently no other contemporary mathematician contacted Argand or
ordered the booklet. Even Francais, most interested in the text, did not
address Argand and rather preferred to borrow a copy from Gergonne (cf.
Francais 1814b, 222). It was only due to Hankel's revival of interest in
Asrgand's original paper (Hankel 1867, 82) that Hotiel became instigated to
search for it and to reprint it.

Besides the extraordinary history of Argand's mémoire, his biography
offers at least as many questions. In fact, Legendre's letter has caused me to
question all the - actually, quite scarce - biographical information available on
Argand. T began to wonder that Legendre calls the paper's author "un jeune
homme". Legendre was 54 years old in 1806 and the Argand of the standard
sources already 38 years old. Can one believe that Legendre would, at an age
of 54 years, call a man of 38 years a "young man"? "This is at least doubtful.
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This the more, as Legendre's first phrasc seems to imply that he rated Argand
as capable of a scientific career if he would have been interested in it,

Almost all the available biographical information on Argand is due to
Hotiel who undertook some research for his 1874 edition. All this information
is based on Hotels assumption that Argand originated from Geneva (Hotel
1874, ix). Hotel gave no justification for this claim, and one can only guess
that he came to this assumption by induction: Ami Argand (1750-1803), an
inventor active in physics and chemistry, known for the constructon of a
lamp, who had lived a certain time at Paris, was in fact born in Geneva. This
hypothesis led Hoiiel to address colleagues at Geneva and to ask them for
biographical research. They came up with the information on birth date, first
names and profession of a certain Jean-Robert Argand (ibid., xv-xvi).
Although they added a cautionary remark about the identity ("Clest trés
probablement l'auteur du Mémoire de Mathématiques en question”, ibid.),
their information has been taken up to now as pure truth, in all related
historical publications and in all biographical dictionaries. The article on
Argand in the Dictionary of Scientific Biography, for instance, shows no hesitations
ot doubts and even reports that the "verification of the dates of his birth and
death are given by H. Fehr in the Intermédiaive des mathémativiens" in 1902, An
inspection of this source shows, however, that Fchr had started from the
conviction of correctness of Hotiel's hypothesis and just checked in the
"Archives de I'Etat de Genéve" the death date of that Jean-Robert Argand
born in Geneva.

Of which objective information about Argand do we dispose?
Unfortunately, we have not even primary evidence of Argand's first name: his
letters as printed by Gergonne only show his last name. Also the tables of
Gergonne's Annales quote him only with his last name. The only objective
information is his address in 1813 in Paris. Unfortunately again, caused by the
fights of the communards in Paris 1870/71, the main patt of the registers of the
administration of Paris is lost and it is therefore impossible to infer from an
address to the citizens living there, and the death registers are burnt, too. Since
the historians of the nineteenth century have missed to do adequate
biographical research, it will be quite complicated to obtain now better
information. One can, at least, infer from Legendre's letter that Argand was
unknown, in 1806, in the scientific community, Moreover, it is clear from his
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immediate reactions in 1813 and 1814 that he had easy and regular access to
scientific journals. Apart from this we can only state - in terms rather of
medieval history - that Argand "flourished" in 1806, 1813, and 1814.

It is useful to try a reconstruction of the events around Argand's
Fsai. A fairly probable one is the following: In the autumn of 1806, Legendre
was addressed by Argand who tried to outline the main results in his
manuscript to him in a direct conversation. Legendre showed his scepticism
about the approach and its applications. Upon leaving, Argand urged
Legendre to read his manuscript. Legendre had not retained the name of this
man and assumed that the manuscript would show the name of its author.
When Argand had left, Legendre realized that the paper did indicate neither
the address nor the name of the author. Upon reading the FEissai, Legendre
remarked its quality; he waited for a new visit of its author, but he did not
show up again. In order to end his own occupation with these conceptions he
wrote that report to Francais in the letter of 2 November 1806. Since
Legendre firmly asked to not be bothered with discussions on this paper,
neither the elder nor later the younger Frangais asked him about the paper or
its author, On the other hand, Argand - apparently a shy man - abstained from
publishing his paper, due to Legendre's uninterested and sceptical reaction.
Only the quite indirect reception of his ideas via the brothers Francais has
induced Argand to organize a late printing where he succeeded that the date
of its composition was put on the title page.

2 Adrien-Quentin Buée

The third author productive around the same period is Adtien-
Quentin Buée, a French Catholic Priest - a "prétre refractaire” as the French
called during the Revolution those priests who refused to give their oath on
the Constitution. Buée flew in 1792 to Lngland and returned to France in
1813.

His paper

Mémoire sur les quantités imaginaires

was read in 1805 at the Royal Society and was published in 1806,
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Buée's paper is remarkable in its systematic cvaluation of the
foregoing French discussion on the natute of negative and imaginary
quantities: he achieves to cstablish a conceptual connection between the two
basic concepts of length or absolute value and of direction which had been
separated so systematically in France over the 18th century.

Buée's achievements are likewise important for the conceptual
development of the negative numbers and for the graphical representation of
the complex members.

The important step in Buée's approach is that he cleatly distingnishes
between the two different meanings of the signs plus and minus: to be
- signs of operations, and
- signs of qualities of the quantities themselves:

"Des Signes “ + 7 et “-"

Ces signes ont des significations opposées.Considérés comme signes
d'opérations atithmétiques, “ + et “ - 7 sont les signes, l'un de l'addidon,
l'autre de la soustraction.Considérés comme signes d'opérations géométriques,
ils indiquent des directions opposées” (Buée 1806, 23).

Buée interpreted this sign of quality in geometrical terms, as direstion |
while he attributed /ngth to an arithmetical meaning. His important step was
not restricted, however, to this conceptual clarity of distinguishing between
what he called arithmetical operation and geometrical operation, rather his decisive
step was to propose to zuie both operations:

"Lors donc qu'on réunit ces deux opérations, on fait réellement une opération
arithmético-géométrique”,

Buée applied immediately his approach to the investigation of

imaginary quantitics and expanded hence the applicability of the novel
arithmetico-geometrical operations:

"Je mets en titre, Du signe /=1, et non De la quantité ou De l'unité

imaginaite "/ -1; parceque ~] estun signe particulier joint & l'unité réelle
1, et non une quantité particuliére. C'est un nouvel adjectif joint au substantif

ordinaire 1, et non un nouveau substantif” (ibid., 27)."Ainsi -1 , est le signe
de la PERPENDICULARITE, dont la proptiété caractéristique est, que tous



20 G. Schubring

les points de la perpendiculaire sont également éloignés de points placés 2
égales distances, de part et d'autre de son pié. Le signe v —1, exptime tout
cela, et il est le seul qui l'exprime" (ibid., 28).

This novel approach where the perpendicular direction is treated in 2
manner analogous to the two traditional opposed directions on a line, is well

explained by Buée's following figure:
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Figure 2 (Buée 1806, planche annexée)

Like Wessel and Argand, Buée was no professional mathematician. As
a Catholic priest exiled in Britain, he used to publish political-religious tracts.
Except his paper on the imaginaries, his sole other scientific paper is on
physics. And like Valentiner did in the case of Wessel, one can wonder how
an author of political-religious tracts could arrive at such a level of clarsé
regarding the foundations of mathematics.

In order to further complicate the matter one can add that there was
even & fourth inventor, active in babout the same period: Henri-Dominique
Truel.

His existence and activity is asserted by Cauchy, who attributed to
him the priority of the discovery of the graphical representation. Truel who is
not known otherwise was called "un savant modeste" by Cauchy who
reported that Truel had found the greatest part of Buée's and Argand's results
by 1786 but that he had concealed them in his manuscripts. Only by 1810,
Truel communicated his research to a marine engineer Augustin Normand at
Le Havre, and it seems that Cauchy learned via Normand - during his



O papel da visualizacdo na histéria dos numeros complexos 21

engineer's setvice at Cherbourg - of T'ruel's work and of graphical
representation in particular (Cauchy 1847/1938, 175).

3 Frangois Daviet de Foncenex

Fortunately enough, Buée has given us an indication as regards the
source of his innovation. I have to avow that I remarked this hint quite late
since this is a remark at the end of his paper; maybe other authors missed it
entirely since it is mentioned nowhere in the literature. This indication is given
as a "Postscriptum™

"Since I wrote this mémoire, [ read - in the first volume of the Turin Academy
Transactions a paper by M. Foncenex with the ttle: Refléxions sur les
Quantités Imaginaires where one finds the following paragraph" (Buée 1806,
83; my translatton, G. S.).

He quoted this paragraph 6 completely. Due its importance for our
investigation, I will quote it completely, too:

"6. Si l'on réflechit sur la nature des racines imaginaires, qui comme on sait
impliquent contradiction entre les données, on concevra évidemment qu'elles
ne doivent point avoir de construction Géométrique possible, puisqu'il n'est
point de maniére de les considérer, qui léve la contradiction qui se trouve entres
les données immuables par elles mémes.Cependant pour conserver une certaine
analogie avec les quantités négatives, un Auteur dont nous avens un cours
d'algébre d'ailleurs fort estimable a prétendu les dévoir prendre sur une ligne
perpendiculaire 4 celle ot l'on les avoit supposé, si par exemple (pl. 1. Fig. I} on
devoit couper la ligne AB = 2a de fagon que le rectangle des parties x x (2a-x),
fut égal 4 quantité 2a2 on trouveroit _ _ . /=75, pour trouver donc ceite

valeur de x, qu'on prenne sur la ligne AB, la parde AC = a partie réelle de la
valeur de x, & sur la perpendiculaire ED les CE, CD aussi = a, on auara les
points D, E qui resolvent le probléme en ce que AD x DB, ou AE x EB = 2a2,
mais puisque les points E, & D sont pris hors de la ligne AB, & qu'une infinité
d'autres points ptis de méme, auroient aussi une propriété semblable, il est
visible, que si cette construction ne nous induit pas en erreut, elle ne nous fait
absolument rien connoitre, c'est cependant Ja un des cas ou elle pourtoit
paroitre plus spécieuse, car le plus souvent on ne voit absolument pas comment
le point trouvé pourroit résoudre la question, quelques changemens qu'on se
permit dans I'énoncé du probléme.Les racines imaginaires n'admettent donc pas
une construction géométrique, & on ne peut en titer aucun avantage dans la
résolution des problémes: on devroit par conséquent s'attacher a les écarter
autant qu'il est possible des équations finales, puisque prises dans quel sens que
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ce soit, elles ne peuvent pas résoudre la question, comme les racines négatives,
dont toute la contradiction consiste dans leur maniére d'étre 4 I' égard des
positives” (Foncenex, 1759, 122-123).

Who was this Foncenex? Fran¢ois Daviet de Foncenex (1733/4 -
1799) was an officer, living at Turin, interested in the sciences and in
engineering. He has published - besides the paper on imaginaries - several
papers on physics and technology. He is said to have been a friend of
Lagrange during Lagrange's stay at Turin and one even reports that Foncenex'
1759 paper expressed thoughts of Lagrange.

This 6th paragraph imposes at least three questions:

- an analysis of its mathematical meaning,

- the effects of this part of the paper,

- to identify the algebra textbook mentioned at the beginning of the
Gth section.

As regards the analysis of the text, one should note before-hand that
it is #ot mentioned in the historiographical literature - not even by Cajori who
is the only one to extensively discuss other parts of the mémoire.

Looking concretely at the text, one must say that it is ambiguous and
even contradictory. This character becomes only visible by considering the
figure, which is printed in another part of the volume:

Fig. 4: Foncenex 1759, fig. 1: planche annexée
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On the owe hand, Foncenex clearly shows how one can construct
geometrically the imaginary quantities, and visualizes this construction by the
means of this figure. In fact, transforming the equation

XX (2a-x) = 242

immediately yields:

x=a=va*-24* =a=xia-

Foncenex assures that the construction does not lead to errors.

On the other hand there is the commenting text before and after the
constructive part, This comment arises interdiction signs: "off limits!" For
instance, in the introductory comment, Foncenex gives an epistemological
argument:

"Evidently, one understands that imaginary roots do not admit a possible
Yy ginary P
geometric construction”

and in the concluding comment:

"imaginary roots do not, hence , admit a geometrical construction, and one
cannot infer any advantage in resolving ptoblems by using them: one has
therefore to pay careful attention to eliminate them, as fas as it is possible, from
the final equatons” (my emphasis, G. S.).

The mathematical legitimation, which Foncenex gave for his
refutation is rather weak: He concedes that the construction is correct but
argues that one learns nothing new from it. And he adds that one can
construct an infinity of other points with analogous properties.

This analysis of the sixth section already leads to an at least partal
answer to the second question: Among the readers of Foncenex' mémaire, there
certainly were some who became more convinced by the force of the
visualization of a geometrical construction and who did not let them become
deterred by epistemological interdiction signs. It is probable that one finds,
among such readers, in particular marginal figures who as self-tought persons
might have been less "permeated” by the dominant epistemology than had
been those who became professionally initialized to the mathematical norms,



24 G. Schubring

And one has to know that the readers of Foncenex' mémoire were
numerous: Foncenex had written this paper for investigating the divergence
between d'Alembert and Euler about the admissiblility and the meaning of
logarithms of negative quantities (cf. Youschkewitsch, Taton in: Euler 1980). I
cannot enter here into a presentation of this yearlong controversy, which
reveals highly illuminating epistemological dimensions of basic mathematical
concepts and I should just mention that both ended their controversy only by
exhaustion but without that one of them would have convinced the other one.
This fact, that two famous mathematicans had not been able to reach 2
consensus about basic concepts, attracted the attention of a great number of
people during the second half of the cighteenth and at the beginning of the
nienteenth centuty who tried to develop an own solution. The problem
seemed to be accessible by "commeon sens" and attracted, hence, in particular
the interest of amateurs. Almost all persons who worked about the problem
stumbled at Foncenex' mémoire and read it.

4 John Wallis

I can now pass to the third question: who is the author not named by
Foncenex who published an highly estimated algebra textbook where it was
proposed to construct imaginary roots on a perpendicular line?

Foncenex's paper made me assume that he had an author of his own
tme in mind. Consequently, I have consulted a great number of algebra
textbooks of his time and of the entire first half of the eighteenth century; 1
consulted even general textbook series for mathematics since they contain
parts on algebra, too. I detected, however, no author who had discussed ot
allowed such geometrical constructions. My subsequent evaluation of Robin
Ridet's bibliography of publications on algebra gave no better result (cf. Rider
1982).

The only solution seems hence to be that Foncenex alluded to John
Wallis's algebra treatise, published in 1685 in English and in 1693 in Latin, in a
somewhat extended form. This first proposal for a geometric construction is
relatively well known so that I will just recall the structurally important points.
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On the one hand, Wallis denied there that quantities less than zero
can exist. On the other hand, he added that such a supposition is nevertheless
not useless and not absurd; in fact, Wallis continued to freely develop the
operations with negative quantities (Wallis 1693, 286).

Using this conceptual basis, Wallis was the first to admit a geometrical
construction of imaginary roots by interpreting them as mean proportionals:
Firstly, he explained the well known fact that (/g is the mean proportional
between +& and +¢ , and then he formally extended this interpretation to
~/Be as mean proportional between -4 and -¢ . Eventually, he rather
postulated than demonstrated that /—5- can also have the signification of the
mean proportional between +4 et -¢. Likewise, he interpreted /—p- as the
mean proportional between -b and +e (ibid., 287).

Wallis exemplified his algebraic argumentation by several geometrical
constructions. As an introduction to his examples, he even seems to have
been the first who visualized the first quadrants of the plane with their
respective signs, by a graphic (ibid.). Then, he showed how one can interpret
trigonometric lines as the geometric construction of some imaginary quantity.
For instance, he showed that - after having choosen lines « and & in a circle
conveniently ( AB=+4 , BC=+¢) - that the /angens can be represented as the
mean proportional (ibid., 288):

duem iere COI![EICIC[UI‘, 1, pro quaarans nis uve rectapguds, lumantur medie
proportionales at horum ~ planorum radices; quarum iraque novus otietyr earun-
dem fitus, prout figna fune fimitia aur difimilia,

. Verbi gratia; Si prorfum ab A fumatur AB=-1-2,
& prorfum adhuc (in cadem refla ) BC=-¢; fix-
que AG (=AB~+BC=-5-4¢) diamerer cir-
culi: erit finus reftus, fea media proportionalis,
BP=v+4c.

Sin.rerrorfun 2b A (adgogue cum contrario figna)
fumatar — AB==-e53 &, 4 B prorfum, BC=-+-¢;
manen;c_;aadem circuli diametro AC=-— AB4-BC
=—4&+c: crir Tangens, feu media proportiona-
. s By TP PREpoiDe

ue ¥ -be ificabit Sinum reftum, & ¢ — & ¢ Tangentem, ejufc
(in’eiokggmcircu!i:) Argcnus AP; ab eodem P Sun&c: ad mﬁdemgAC dl’a:geticz::
faltem produttam.  Ipfumque (ad centrum O) wiangulom OBP reflangubm,
quod prins erat refangulum ad B, fiez (cafit pofterior) reftangulum ad P.

Ponamus iam { mainric il Aacinnie mmeiad
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What was the effect of this textbook and in particular the impact of
this method for interpretation? I could find no trace of a discussion or a
reception by contemporaties of Wallis or of later authors of the first half of
the eighteenth century. This silence is the more astonishing since Wallis had
expressed this approach in an earlier letter. In a letter of 6 May 1673,
addressed to John Collins (1625-1683), acting as sccretary of the Royal Socety,
Wallis explained - at the occasion of discussing Cardan's rules for solving
higher degree equations - his interpretation of imaginary roots as "mean
proportionals”. As he reported, he had earlier on had scruples as "too young
an algebraist to innovate without example". But since he had become "more
venturous" in the meantime, he "had several projects” for "designing
geometrically" imaginary roots (Rigaud 1841, 578). It seems that Collins did
not object against Wallis's argumentation.

It seems therefore that Wallis was the first one to propose a
geometric construction of imaginary quantities but that he remained without
an echo and an impact in his time and even later on. Foncenex's discussion
means, hence, 2 new beginning of related reflections.

As concluding element, 1 will present you a rather unknown but
highly instructive example of a direct impact of Foncenex's mémoire - giving a
much more sophisticated geometric discussion as the ones discussed up to

now.

5 Wenceslaus Karsten

It is a paper, again on the logarithms of negative quantides, by W.J.G.
Karsten (1732-1787), mathematics professor at one of the smallest German
universities, at Biitzow, when he published its first version in 1768, and later
professor at the second German university, at Halle, when he published its
revised version, in 1786.

In this paper, Karsten, too, discussed the possibility and legitimacy of
a geometrical construction of imaginary quantites. He asserted, firstly, that an
algebraically impossible, i.e. imaginary or complex, quantity does not admit a
geometrical construction. He continued nevertheless his reflection, by
introducing the differentiation that - if an algebraically impossible quantity is
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given in the form #/=1 - one can construct the possible factor b
geometrically. Karsten remarked that it would be sufficient to take in mind
that the geometric quantity thus constructed is not identical with the searched
quantity (Karsten 1786, 379).

He went on to give, as an example, a particular relation between a
hyperbola and 2 circle. Karsten defined a symmettic hyperbola by the equation
52 - y2 =1 and the circle by »2 + 2 = 1, with y = zw/]}l (ibid., 380).

Figure 5: Fig. No. 46

In this case, all values x and y of the hyperbola between +1 and -1 are
imaginary, and:

"All ordinates of this cercle are imaginary ordinates of the hyperbola, since
z —my+/—1; but also vice-versa, all ordinates of the hyperbola are imaginary
ordinates of the circle, since . As a consequence, the cercle is an imaginary part
of the hyperbola, like the hyperbola is an imaginary part of the cercle." (Karsten
1786, 380-381; my translation, G. 8.).

And Karsten - who was aware of the periodicity of the circle - has
even shown that there are an infinity of such correspondences (ibid., 381
ff.).Resuming his discussion, Karsten asserted that the geometric design of an
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algebraic formula can never lead to consequences, which are different to those
obtained by algebraic methods (ibid., 385). Remarkably Karsten had skipped
by now the differentiation between 'possible’ and 'impossible’ algebraic terms.

Cajori who seems to have been the only one who has discussed
Karsten’s paper has commented in the following terms that he could see no
reception:

"It leoks very much as if transactions of academies had been in some cases the
safest places for the concealment of scientific articles from the scientific public"
(Cajori 1913, 111).

One has to add that Cajori did not know that Karsten had organized a
second printing of his papet in 1786, which has certainly not remained
unnoticed.

Actually, one has not enough studied the impact of the enormous
number of foundational reflections by mathematicians - who are not regarded
as great mathematicians - on the evolution of the thinking of the greater
mathematical community. The foundational work of marginal contributors
has well prepared the passage from an epistemology favoring a geometrical
relation to real-world existence to an epistemology favoring internal systemic
coherence. It is quite paradoxically that this passage has paved its way by
reinforcing the geometrical legitimation of abstract mathematical objects.
Foncenex's proposal to admit imaginary quantites only as auxiliary means
during the calculation process but not in the final solution provoked the
eventual breakthrough of their general admission as algebraic concepts.
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Capitulo 3

A biografia de Argand — a historiografia e as fontes

Resumo

Hi um nome de grande importincia na histéria dos nameros complexos: o Argand
que contribui decisivamente para a aceitagio de tais nimeros como conceitos
matematicos legltimos; o que se di por meio da representacio geométrica destes
ntimeros. A historiografia foi undnime sobre a identidade desta pessoa: foi confirmado
tratar-se de Jean-Robert Argand, que viven de 1768 até 1822, natural de Genebra.
Como profissio, indica-se ter sido um contador (“bookkeeper”). Estas afirmagdes
encontram-se repetidas em todos textos, principalmente devido a importincia da sua
obta pata o conceito dos nimeros complexos, HA uma unica fonte para este relato
tradicional. Fol o matemitico francés Jules Holiel que reeditou a obra de Argand, em
1874, e que, ao preparar esta publicagio, mandou uma carta para colegas em Genebra
pedindo que investigassem sobre uma pessoa de nome Argand, com um perfil que se
adequasse ao do autor da obra. A base desta busca foi a sua convicgio de que Argand
deveria ser natural de Genebra — uma suposi¢io sem justificativa. Na resposta ao seu
pedido, estes dados foram providenciados, porém com teserva por cautela, falando
sobre uma probabilidade. N#o-obstante, toda a literatura subseqiiente sobre Argand,
divulgou as informacGes como verdades. Pesquisas recentes conseguiram detectar
fontes que revelaram, no entanto, que nenhum destes pretendidos fatos ficam
fundamentados. Esta pesquisa foi combinada com a investiga¢io sobre o tipo de
fonte, atribuida a0 Argand, como livro publicado em 1806. O texto de Argand, sendo
originalmente uma memdria para ser entrega na Académie des Sciences de Paris,
deveria ser um manuscrito. E isto levou a uma reflexiio sobre as diferencas entre
publicacdo e texto impresso. Argand ndo publicou seu mémoire como um livro, mas o
fez imprimir, privadamente, para distribuicio por ele mesmo, e mais tarde do que
1806. Além disto, a impressio foi andnima, sem indicagio do autor. DissertacGes
enviadas em 1813 e 1814 para revistas sempre s6 indicam como autor “Argand”, sem
nenhuma outra indicagio — nem mesmo a de um prenome. A pesquisa sobre esta
fonte importante para o desenvolvimento da matemdtica leva a reflex6es significativas
sobre a metodologia de investigacSes biograficas e contextuais na historia da
matematica.
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A historiografia tradicional

Praticamente em toda obra da histéria de matematica se fala de
Argand, devido 4 sua apresentacio dos nimeros complexos como entidades
geométricas, colocados como pontos no plano com o ecixo horizontal
construido como ¢ = '\/ji , por sua vez entendido como rotagdo de 90 grius.
No entanto, também encontram-se em cada uma destas publicacdes
informagdes biogrificas bem semelhantes, e equivocadas. BExemplos
importantes, por serem consultados e copiados enormemente, sio os sites
especificos de historia da matematica, na internet.

Hi um site extenso na internet, o site de biografias de matemadticos -
o MacTutor, onde se 1& como biografia de Argand:

“Jean-Robert Argand was an accountant and bookkeeper in Paris who was
only an amateur mathematician. Little is known of his background and
education. We do know that his father was Jacques Argand and his mother
Eves Canac. In addition to his date of birth, the date on which he was baptized
is known - 22 July 1768.

Among the few other facts known of his life is a little information about his
children. His son was born in Paris and continued to live there, while his
daughter, Jeanne-Frangoise-Dorothée- Marie-Elizabeth Arpand, married Félix
Bousquet and they lived in Stuttgart. ”

Ja em um site em portugués coloca-se:

“Matematico suico. Em 1806, quando Argand possuia uma livraria em Paris, ele
publicou uma interpretagio geométrica dos nimeros complexos como pentos
num plano”

Tal afirmagdo — de que Argand possuia uma livraria, constitui um
mal-entendido sobre a palavra inglesa ,,bookkeeper®,

Ainda, ha virios sites na internet com imagens deste ,,Jean-Robert
Argand” — enquanto uma mesma imagem, em um outro site, ¢ usada quando
se refere ao fisico inglés Robert Hooke (1635-1703)!

Encontramos, assim, nos diversos sites, muitas outras afirmacdes
equivocadas ou por vezes sem substanciagio histérica. No entanto, no caso
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particular do site de MacTutor sobre como a obra de Argand tornou-se
conhecida, a versdo estd mais proxima dos acontecimentos reais:

“The way that Argand's work became known is rather complicated. Legendre
was sent a copy of the work and he sent it to Francois Francais although
neither knew the identity of the author. After Francois Frangais's death in
1810 his brother Jacques I'rancais wotked on his papers and he discovered

Argand's little book among them. In September 1813 Jacques Frangais
published a work in which he gave a geometric representation of complex
numbers, with interesting applications, based on Argand's ideas. Jacques
Francais might easily have climed these ideas for himself, but he did quite
the reverse. He ended his paper by saying that the idea was based on the work
of an unknown mathematician and he asked that the mathematician should
make himself known so that he might receive the credit for his ideas. The

article by Jacques Francais appeared in Gergonne's journal Annales de
mathématiques [pures et appliquées] and Argand responded to Jacques
Francais's request by acknowledging that he was the author and submitting a

slightly modified version of his original work with some new applications to the
Annales de mathématiques.”

Eu me conscientizei de problemas na historiografia tradicional
quando me perguntaram, depois uma palestra sobre a representacio
geométrica dos numeros complexos, que provas haviam para sustentar o0s
dados biogrificos sobre “Jean-Robert” Argand. Olhando no livro de Argand,
como re-editado em 1874 pelo matemdtico francés Jules Hotel, constatei que
ele, ao preparar esta publicacio, havia enviado uma carta para colegas em
Genebra pedindo que investigassem sobre uma pessoa de nome Argand, com
um perfil que se adequasse a0 do autor da obra (Hotel 1874, ix). A base desta
busca foi a sua convicgiio de que Argand deveria ser natural de Genebra —
uma suposicdo sem justificativa. Pode-se somente advinhar a razio desta
convicgdo: nos anos que se seguiram a 1790, houve uma pessoa chamada
Argand bem conhecida em Paris, por um lado, como inventor de uma
lumindria técnica ¢ por outro lado, pelas lutas empreendidas por ele para se
fazer reconhecer sua prioridade na invencio. Este era Ami Argand (1750-
1803), um inventor ativo em fisica ¢ quimica, que morou muitos anos cm
Paris e que era de fato de origem de Genebra. Na resposta ao pedido de
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Hotiel, tais dados foram providenciados; porém com certa reserva, por
cautela, mencionando uma probabilidade:

"Clest trés probablement l'auteur du Mémoire de Mathématiques en question",
ibid., xv-xvi.

Nio-obstante, tais dados foram depois sempre citados como verdade,
sem testricdes, ¢ houve apenas uma ocasiio em que uma pessoa levantou
dividas. Um leitor andnimo da revista L%nfermédiaire des Cherchenrs et Curienx,
abreviando-se “I'. de L:” observou, j4 no ano seguinte 4 publicagio de Houel,
em 1875, que se tem os dados biogrificos deste Jean-Robert Argand, “mas
que ndo tem certeza que cle seria de fato o autor do L'Eisai sur une maniére de
représenter les quantités imaginaires [...)" (8e année, 1875, 424). 'T'al leitor recebeu
duas respostas na revista: a primeira dizia que o autor de tal obra seria o
Ami/Aimé Argand (mas que ji falecera em 1803) e uma scgunda
simplesmente repetia as afirmagoes de Hotiel (9¢ année, 1876, 688 e 715). Tais
fontes ficam mencionadas na fonte de biografias francesas: Digionnaire de
Biographie Frangaise, tome 111, 1939, 504,

E o artigo na fonte mais confidvel, em geral, o Ditionary of Scientific
Biggraphy, niio coloca nenhuma divida e até mesmo afirma que a "verification
of the dates of his birth and death are given by H. Fehr in the Intermédiaire des
mathématiciens” in 1902“. Ai, refere-se a uma resposta de Henry Fehr,
matemitico e editor de revistas, morador de Genebra, 2 uma pergunta de
Gustav Enestrém, reconhecido historiador da matematica sueco, nesta mesma
revista em 1900, observando que os dados da morte de Argand eram
desconhecidos. Uma inspecio desta fonte revela que Fehr teve como ponto
de partida a convicgio de que a hipétese de Hotiel era correta, ¢ havia
confirmado somente 0 ano de morte deste Jean-Robert Argand nos Archives de
I'Etat de Genéve.

Minhas dividas confirmaram-se como certeza quando tive a sotte
extraordinaria e rara de encontrar aquela carta que Legendre mandou ao
Frangais para o informar desta obra notavel. De fato, contrariamente ao relato
no Mac'Tutor escrito por J. J. O'Connor e E. F. Robertson, tratava-se de uma
carta, e nio de um envio de um texto. Nesta carta, datada do 2 de novembro
de 1806, Legendre relatou o encontro com o autor da obra:
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"Il y a des gens qui cultivent les sciences avec assez du succeés sans étre connus
et sans courir pour la renommeée. Derniérement j'ai vu un jeunce homme qui m'a
engagé 4 lire un travail qu'il avait fait sur les imaginaires; il ne m'expliquait pas
trés bien son objet, mais il me faisait entendre qu'il regardoit les quantités dites
imaginaires comme aussi réelles que les autres, et qu'il les tepresentait par des
lignes. J'ai témoigné d'abord bien des doutes 4 l'auteur, cependant j'ai promis de
lire son mémoire. J'v ai trouvé contre mon attente, des idées assez originales,
fort bien présentées, appuyées de connaissances de calcul assez profondes, et
enfin qui conduisent 4 des conséquences fort exactes telles que la plupart des
formules de trigonométrie, le théoréme de Cote, etc. Voici une esquisse de ce
travail qui vous intéressera peut-tre et qui vous fera juger du reste” {apud
Schubring 2001, 129).

De fato, Legendre primeiramente explicou a abordagem de Argand
para a construcio geométrica das quantidades imagindrias e complexas e
depois continuou expondo as aplicagdes :
- as formulas trigopnométricas como :

cos(at+b) = cosacost - sinasing ,
- 0 teorema chamado de Cotes:

cosna+ ~—1sinna = (cosa+ -V'jsina)" £

Legendre declarou nio estar interessado neste assunto como tema de
pesquisa e entio sugetiu a0 Frangais a desenvolve-lo mais: ele o deixaria ¢ o

considerava ser apenas um objeto de curiosidade:

"Je ne rend ici qu'une petdte pattie de ses idées, mais vous y suppléerer et peut-
étre vous trouverez comme moi qu'elles sont assez singuliéres pour mériter
attention, Au reste je vous les abandonne simplement comme objet de curiosité
et je ne me chargerois pas de les défendre.” (ibid,, )



36 G. Schubring

ESSAI

SUR UNE MANIERE
DE REPRESENTER
LES QUANTITES IMAGINAIRES

DANS LES CONSTRUCTIONS
GEOMETRIQUES.

AT %3}}5& | Geaziity

M. D CCC VL
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Fig. 1

Parece que, sem o conhecimento da carta de Legendre ao Frangais, a
obra de Argand nunca teria sido discutido por matemiticos da época e nem
mesmo o autor teria se tornado conhecido. De fato, nio hi nenhuma prova
de que o texto de Argand tenha sido publicado em 1806, como se afirma
sempre na literatura. Este ano fica indicado na capa da obra impressa, mas isto
nio constitui uma prova — por trés razées:

- o livro nio foi depositado no Dépos Legal em Paris, como prescrito pela lei:
em minhas pesquisas nesta instituicio, obtive como resultado que nio fora
feito o deposito.

- minhas pesquisas extensas em bibliotecas da Franca e¢ de outros paises
mostram que nenhuma possui um exemplar de uma alegada versio original.
Todos os exemplates em bibliotecas so daquela segunda edigido de 1874, ou
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reimpressdes posteriores. E a edigio de 1874 foi feita a partir do exemplar que
Argand teve mandado para Gergonne.

- da carta de Legendre segue um argumento complementar: Legendre nao
teria comunicado os conceitos de Argand ao Francais e o convidado a
desenvolver mais estes conceitos se o texto ja estivesse publicado ou se uma
publicagdo estivesse em prelo. Além disto, segundo as regras do Institnt — o
nome da Academie de Paris naquela época — somente mémoires nfo ainda
publicados eram aceitos para serem recebidos ¢ relatados pelos académicos.
Entio, se Argand desejasse que a obra dele fosse julgada pela Academia, a
obra deveria estar como manuscritc. De fato, foi Argand mesmo que
escreveu, em 1813, que Legendre teve examinado um “mon manuscrit”
(Argand 1813b, 133),

O dnico fato que se pode afitmar com certeza ¢ que o texto de
Arpand foi impresso em um certo momento entre 1806 e 1813, sem
indicagfo de autor. Porém, o livro foi distribuido somente por meios privados,
e entdo nio propriamente publicado. Como Argand admitiu em 1813, cle
distribuiu a versio impressa somente para um "trés-petit nombre" (Argand
1813b, 133), provavelmente, para alguns amigos. Ele caracterizou a sua obra
como sendo somente um ,,écrit (ibid.). Mesmo em 1813, o livro ndo passou a
ter o carater de uma prépria publicacio: cépias conhecidas estiveram em
posse de Gergonne. Em sen artigo de 1813 nos Annales de Gergonne, Argand
havia proposto vender copias do seu Esas assim, na capa de rosto do
exemplar enviado ao Gergonne, Asrgand havia tiscado o endereco do
distribuidor e substituido pelo proprio enderego, para facilitar encomendas
com ele (ver fig. 1). No entanto, parece que nenhum outro matemdtico de
Paris comprou o livro.

Mesmo Frangais, muito interessado na obra de Argand, nio lhe pediu
uma cépia mas ao invez pediu emprestado a Gergonne o seu exemplar (ver
Prangais 1814b, 222). IFoi somente gragas ao Hermann Hankel que fez reviver
o interesse na obra de Argand (Hankel 1867, 82), que Hoitel tornou-se
instigado procurar o texto ¢ obrigando-se o editar,

Além da histéria extraordindria do mémoire de Argand, a sua biografia
por si oferece muitas questdes. De fato, a carta de Legendre tem me trazido
ddvidas sobre toda a informacdo biogrifica sobre Argand. Um ponto de
partida foi que Legendre o chamou ser “um homem jovem”. Legendre teve
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em 1806 a idade de 54 anos e Argand teria, segundo a informacio tradicional,
38 anos. Visto que esta diferenca nio era tio grande, Legendre, de 54 anos,
teria falado de pessoa de 38 anos como sendo Govem™ Isto ji fica duvidoso.
Também a primeira frase de carta di 2 entender que Legendre achou que o
visitante seria capaz de uma carreira cientifica,

Que informagdes objetivas — “duras™ — a gente dispoe? Infelizmente,
nio temos nem mesmo nenhuma evidencia sobre o primeirc nome de
Argand. Todas as cartas que ele enviou ao Gergonne e que Gergonne
publicou contém somente o apelido ou sobrenome “Argand” — e nada mais.
O dnico fato “duro” que existe é o endereco dele em 1813 em Paris.
Infelizmente de novo, devido s lutas dos communards em Paris de 1870/71, a
maior parte dos registros administrativos da prefeitura de Paris ficou perdida e
entio ndo é mais possivel levantar dados sobte os habitantes daquela época;
assim como os registros das pessoas falecidas ficaram queimados, também.
Como os histotiadores do século XIX nio se preocuparam em procurar as
informagdes biograficas pettinentes, fica muito complicado obter ainda hoje
alguns elementos reveladores. O que se pode deduzir da carta de Legendre, ¢
que Argand em 1806 foi desconhecido na comunidade cientifica. Além disto,
fica patente em seus artigos publicados nos Asnals de Gergonne em 1813,
1814 ¢ 1815 que ele teve aceso ficil e freqiiente as revistas cientificas
importantes da época. Visto estas informagdes com tantas lacunas, podemos
somente constatar — em termos do que a historiografia costuma utilizar
somente para pessoas pouco conhecidas da Idade Media — que Argand
“flourished” em 1806, 1813, 1814, 1815.

Vamos tentar, nestas bases, reconstruir o que aconteceu com Argand
C O SeU wénsire.

Parece ser bem provivel da seguinte mancira: no outone de 1806,
Legendre recebeu a visita de Argand, que tentou expor os resultados
principais contidos no mémoire que ele queria depois submeter ao julgamento
da Academia, mas que quiz antes saber a opinido de um dos académicoes, em
uma conversa pessoal. Legendre mostrou-se cético sobre a abordagem de
Argand bem como sobre as aplicagGes.

Ao se despedir, Argand demandou de Legendre a leitura do seu
manuscrito. Legendre ndo havia anotado o nome do autor e achou que este

ficasse no manusctito. Depois da saida do visitante, Legendre reparou que o
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texto ndo continha nem o nome do autor nem o seu enderego. Decidindo-se
por ler o manuscrito, ele se admirou da qualidade de sua exposicio. Ele
aguardou mais uma visita do autor, mas Argand, decepcionado, nio voltou. A
fim de tirar a leitura do wéwoire da sua cabeca, Legendre escreveu em 2 de
novembso um relato ao matematico da Alsicia, certo de que ele se interessaria
por tais questdes dos fundamentos. Como Legendre enfatizara em sua carta
nao querer se debrugar mais sobre tais conceitos, nem o Francois Jacques
Francais (1768 - 1810) nem o irmao mais jovem Jacques Frédéric (1775-1833),
herdeiro dos seus papéis depois a morte, ousaram perguntar a Legendre o
nome do autor ou sobre o prdprio mémoire, em si. Por outro lado, Argand,
aparentemente uma pessoa timida, recusou publicar sua obra, devido a reacio
desinteressada e cética de Legendre. Somente depois da reagdo indireta sobre
suas concepgdes pelos irmaos Frangais, Argand sentiu-se instigado em
organizar e imprimir, tardiamente, o seu mémoire, onde ele decidiu colocar o
ano da composi¢io na capa de rosto.

Algumas hipéteses

Por fim, vale refletir sobre hipbteses referentes a biografia ¢ 2
profissdo de Argand.

Quanto 4 sua profissio, duas indicaces, pelo menos, sio reveladoras.
A primeira ¢ que o enderego colocado na imprensa original consta como a loja
de um relojociro (veja figura 1). E a segunda fica patente em sua primeira
publicagio, o artigo (Argand 1813%) nos Awnnales, datado de fevereiro de 1813,
e publicado alguns meses antes do primeiro de Francais (Francais 1813%),
artigo que abriu o debate sobre os conceitos de Argand. Este artigo discute
detalhes de producio técnica de instrumentos, em particular de termdmetros
portiveis. B estes termdémetros revelam-se serem construidos em forma de
relogios (ver figura 2)! Neste artigo, Argand mostra-se intimamente familiar
com as publicagoes recentes. Por exemplo, ele cita a obra Systéme du Monde de
Laplace e isto para censurar faltas caracteristicas de homens praticos. Em sua
conclusio, Argand argumenta contra o método de tentativa e erro de muitos
profissionais que desta maneira desvalorizam também as obras dos mais
capazes. lile enfatiza uma orientagio por principios tedricos. A sua afirmacio
sobre ter conseguido melhores resultados pridcos por meio desta orientagio
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tedrica sugere que Argand foi um técnico com formagio cientfica substancial,
e com emprego na industria relojoeira de Paris.

Fig. 2

Quanto zos dados de vida dele, chama aten¢io o fato de que, depois
estes publicagbes relativamente contfnuas no periodo entre os anos 1813 até
1815, nunca mais houve publicacdes de Argand. Visto que grande parte dos
homens jovens foram recrutados pelas armadas de Napoleio, uma minha
hipétese é que cle faleceu nas dltimas batalhas de Napoledo em 1815, depois a
volta da ilha Elba.
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Capitulo 4

Um desafio: texto original de Karsten
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Capitulo 5

Carl Friedrich Gaull, Theoria residuorum
biquadraticorum. Commentatio segunda.

Traducio: Gerard Grimberg?

Um estudo apresentado, o dia 15 de abril pelo Consclheiro 4ulico
(“Hofrath”) Gauss da Kanigliche Gesellichaft der Wissenschaften gu Gotlingen: Theoria
residuorum bigunadraticorum, Commentatio secunda, ¢ a continuacao da meméria ja
editada no sexto volume dos Commentationes novae, cuja uma resenha foi feita
nessa altura em nosso Jornal do 11 de Abril de 1825. Esta continuagio,
embora estcja mais de duas vezes maior do que a primeira memoria, nao
esgota ainda esta matéria muito rica, e devera estar completada por um
terceiro estudo que vird como conclusio do tudo.

Apesar de que os conceitos de base deste primeito estudo ¢ o
contetdo da primeira memdéria pudessem ser supostamente conhecidos por
todos os que tém feito um estudo de aritmética superior, pretendemos aqui
em brevemente trazer 4 memoria estes, sobretudo para o conforto dos amigos
desta parte da matemdtica que nido dispfem na mio este primeiro estudo. Em
relagio a um namero qualquer p, chama-se a um outro nimero & um residuo
bi-quadritico, se existir nimeros da forma x* -k, divisiveis por p; no caso
contririo & & chamado nio-residuo bi-quadritico de p. Basta aqui restringir-se
a0 caso onde p é um nimero primo da forma 42 + 1 e ndo divide £, e
portanto todos os outros casos sido, ou claros por si, ou podem ser reduzidos
a estes. Para um tal valor dado de p, se distribuem todos os nimeros ndo
divisiveis pot p em quatro classes, entre as quais a primeira é aquela dos
residuos biquadriticos, a scgunda classe contém os nio-residuos biquadridcos

! Publicagdo primeira: Gottinger gelehrte Anzeigen, 23.4. 1831, Reproduzido em:
GauB3, Werke, vol. I1, 1863, pag. 169-178.

2 Agradeco ao Professor Gert Schubring pelos conselhos e sugestGes que me
prodigou na finalizagdo desta traducio.
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que sio residuos quadriticos, e ficam nas duas outras os nfo-residuos
biquadraticos, sendo estes igualmente nio-residuos quadriticos. O principio
desta repartjgao vem do fato de que a cada vez, ou k" =1, ou k" +1, ou
k" — f, ou k" + f, sio divisiveis por p, com f denotando um namero
inteiro, tal que f# + 1 & divisivel por p. Qualquer um, que conhece a
terminologia elementar, vé por si-mesmo, como estas definicoes poderiam ser
reajustadas nesta.

A teotia desta classificacao encontra-se completamente desenvolvida
na primeira meméria, ndo apenas no que diz respeito a0 caso bem elementar &
=—1, mas também para aqueles, que requerem pesquisas auxiliares, os casos £
= +2. No inicio da presente meméria ser ao agora acrescentados virios
valores maiores de k: é preciso primeiro levar em consideragio apenas os
valores, que s3o os proprios nimeros primos, € O SUCESSO MOstra, que o
resultado obtém-se¢ do modo mais simples, se toma-se valores positivos ou
negativos, conforme forem de modo geral da forma 4w + 1 ou 4w + 3. A
inducao confere aqui imediatamente com a maior facilidade uma rica safra de
teoremas, dos quais iremos aqui apenas mencionar alguns. A numeracio das
classes por 1, 2, 3, 4 sera associada a0s casos onde k" é respectivamente
congruente a 1, /, =1, —f; a0 mesmo tempo, o valor tomado por f serd sempre
aquele que torna a + 4f divisivel por p, quando az + bb & a representacao de p
em soma de um quadrado par e de um quadrado {mpar. Assim por indugio
encontra-se que o nimero —3 pertenca 4 uma das classes 1, 2, 3, 4, segundo
respectivamente b, 4 + b, a, a — b é divisivel por 3; que o nimero 5 pertenca a
estas classes, segundo que b, 2 — b, 4, a + b ¢é divisivel pot 5; que o niimero —7
cai na classe 1, se 2 ou & [¢ divisivel por 7]; na classe 2 se @ — 26 ou a — 34 |é
divisivel por 7]; na classe 3 se @ — & ou 4 + [ [é divisivel por 7]; na classe 4, se @
+ 2b ou a + 34 é divisivel por 7; teoremas semelhantes se encontram em
relacao aos numeros —11, +13, +17, —19, —23, etc. Tio facil se deixam
descobtir estes teoremas especiais por indugao, quanto dificil parece encontrar
para estas formas uma lei geral, mesmo se wvirias propriedades comunas
aparecem facilmente aos olhos, e fica ainda mais dificil para todos esses
teoremas (“Lehrsdtze”) encontrar a demonstracao. As demonstracées da
primeira memoria que eram tteis para tratar os casos +2 e —2, nio se aplicam
mais aqui, ¢ se tais outros métodos semelhantes, no que se referem a primeira
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e terceira classe, podiam servir para concluir, estes tornam-se¢ inaptas para a
fundamentacio de demonstracdes comzpletas.

A pardr daf entende-se facilmente de que se pode ingressar neste
dominio rico da aritmética supetior apenas potr caminhos completamente
novos. () autor tem na primeira memdria dado uma indicacao, que sc exige
para isso essencialmente uma extensio especifica de todo o campo da
aritmética, sem alids ter esclarecido precisamente em que reside esta: a
presente memdria tem como alvo de por em luz este objeto.

Isso nio é nada a nio ser estender o campo da matemitica superior
até também os nimeros imagindrios, enquanto verdadeiro fundamento da
teoria dos residuos biquadriticos, o qual era alids apenas consagrado aos
numeros inteiros reais, ¢ se deve conferir a esses a mesma e plena cidadania.
Desde que se concebe isto, aparece esta teoria numa luz totalmente nova, € 0s
seus resultados ganham 2 mais alta ¢ surpreendente simplicidade.

Antes no entanto de poder desenvolver a teoria mesma dos residuos
biquadriticos neste dominio estendido dos numetos, devem patticipar & esta
as doutrinas previas da aritmética superior, as quais eram até agora apenas
estudadas em relacio com os nimeros reais. Poderemos aqui apenas expor
alpumas destas pesquisas antetiores, O autor considera cada grandeza a + 4 4,
onde z e b significam duas grandezas reais, e 7 uma abreviacdo pois estd escrita
no lugar de \/—_1 como um numero complexo, quando 20 mesmo tempo a ¢
b sio numeros inteiros. As grandezas complexas assim ndo excluem as reais,
mas compreendem entre si aquelas enquanto caso especial, para b = 0. Para
uma aplicacao mais cémoda, era necessitio atribuir denominagdes particulares
i formacdes de conceitos referindo-se s prandezas complexas, a qual tentara,
todavia evitar aqui, nesta resenha.

Assim como temos na aritmética dos numeros reais apenas duas
unidades, a positiva e a negativa, tem do mesmo modo na aritmética dos
numeros complexos quatro unidades +1, =1, +4, —i Chama-se composto a um
niimero complexo inteiro, se é o produto de dois fatores inteiros diferentes
das unidades; um ndmero complexo que no entanto ndo admite tal
decomposicao é chamado nimero complexo primo. Assim ¢ primo o niimero
real 3, considerado também como ndmero complexo, enquanto 5 como

aamero complexo é composto = (1 + 2 (1 — 2 2. Assim como na aritmética
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superior dos nimeros reais, os nameros primos desempenham também um
papel decisivo no campo estendido desta ciéncia.

Se um numero complexo inteiro ¢ + & / é tomado por médulo,
podem ser formados exatamente @z + bb nimeros complexos ndo
congruentes entre si, dos quais um deve ser congruente a cada nimero
complexo inteito dado anteriormente, o que se pode chamar um sistema
completo dos residuos incongruentes. Os chamados residuo minimo ¢ residuo
minimo absoluto da aritmética dos nlimeros reais possuem também aqui o seu
petfeito aunalpgon. Assim por exemplo para o modulo 1 + 2/ o sistema
completz de residuos minimos é composto dos nameros 0, 1, 7, —1 e =2 Quase
todos os resultados das quatro primeiras seccoes das Disguisitiones Arithmeticae
encontram também, com algumas modificagdes, o seu lugar na aritmética
estendida. O celebro teorema de Fermat adota aqui 2 forma seguinte: se 2 + &
i ¢ um nimero complexo primo, e & um nimero nio divisivel por este, entio

e para o médulo ¢ + & /. Tudo especialmente digno de

tem-se sempre
ser notado é alidss o fato de que o teorema fundamental dos residuos
quadriticos na aritmética dos numeros complexos tem aqui o sew
cotrespondente perfeito apenas ainda mais simples: sejam com efeito dois
nimeros complexos primos @ + &4, A + B, tais que @ ¢ 1 sdo {mpares, e b e
sdo pares, o primeiro ¢ residuo quadritico do segundo, se o segundo é residuo
quadratico do primeito, caso contritio o primeiro é nio-residuo quadritico do
segundo, se o segundo é nio residuo quadritico do primeiro.

No momento em que a memoria passa dessas pesquisas preliminares
relativas 4 teoria mesma dos residuos biquadriticos, uma divisdo em quatro
classes dos nimeros nio divisiveis pelo médulo é logo determinada, em lugar
da simples diferenga entre os resfduos biquadriticos e ndo-residuos
biquadraticos. Se 0 maédulo ¢ com efeito um nimero complexo ptimo a + 4,
onde é sempre suposto a fmpar e & par, sendo p a abreviagao escrita no lugar

de aatbb, ¢ £ um namero complexo nio divisivel2 por 4 + 47, entido em todos
pol
os casos k * scri congruente a um dos niimeros1,—1, 7, =7 E daf ¢ justificada

uma divisio em quatro classes de todos os ndmeros complexos nZo divisfveis
por a + b i, as quais serio sucessivamente ordenadas entre os cardteres
biquadriticos 0, 1, 2, 3. E claro que o cariter 0 corresponde 20s residuos
biquadriticos, ¢ os outtos, aos nio-residuos biquadriticos do modo seguinte,
o cariter 2 aos residuos quadriticos, ¢ os cariteres 1 ¢ 3 respondem em
compensagao pelos nio residuos quadraticos.



O papel da visualizacdo na histdria dos numeros complexos 49

Reconhece-se facilmente que trata-se de determinar sobretudo este
cardter para tais valores de k, que sio precisamente numeros complexos

primos, ¢ aqui a indugao leva a resultados os mais simples.
Se poe-se £=1+ 7 mostrar-sc-ia que o cariter deste nimero serd em
1 0
todos 0s casos =—(—a” +2ab-3b>+1) (mod 4}, e expressoes semelhantes
8 3

encontram-se para oscasos £ =1 — 4 k=—1+ k=-1—4

Quando pelo contratio £ = a + ff 4 sendo & impar e § par, deduz-se
muito facilmente pela indugao uma lei de reciprocidade completamente
semelhante aquela do teotema fundamental dos residuos quadraticos,a qual

pode ser mais simplesmente expressa da forma seguinte:

Se aa + f — 1 assim como 2 + & — 1 sio divisiveis por 4 ( todos os outros
podem ser reduzidos a este caso), e o cariter de & + 7 em relacfio ao médulo
a + b iserd denotado por 4, enquanto o cariter de a+4f em relagio a a+f7 serd
denotado por 4 entio 4 = / quando 20 mesmo tempo um dos nimeros B, 4,
(ou ambos) é divisivel por 4, caso contririo 4 = / = 2, se nenhum dos
numeros f, b é divisivel por 4.

Estes tecoremas contém no fundo todo o essencial da teoria dos
res{duos biquadriticos em si: porém tanto ficil era de descobri-lo por indugcio,
quanto dificil é dar demonstragées rigorosas deles, em particular para o
segundo, o teotema fundamental dos residucs biquadriticos. Por causa da
grande extensio com a qual esta presente memotia ji havia sida aumentada, o
autor se encontrou obrigado em deixar para uma terca memdria futura 2
cxposiggo (“Darstellung”) da demonstragio deste Gltimo teorema, que hi 20
anos esti em sua possessio. BEm compensagﬁo ¢ comunicada na presente
meméria ainda a prova completa do primeiro teorema em questio para o
nimero 1 +1i (da qual dependem as dos cutrosparan g =1—4 d=-1+4 &=
—1 - 4), a qual ja pode dar alguma nogao da dificuldade do assunto.

Temos que acrescentar agora algumas observagdes gerais. A mudanga
dos resultados dos tesiduos biquadraticos para o dominio dos numeros
complexos pode parecer chocante e artificial a certa pessoa, a quem a natureza
das grandezas imagindrias ¢ pouco familiar, sic portanto presos a respeito
delas de falsas representacdes (“Vorstellungen™), e poderia ser levado a pensar
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que a pesquisa seria por assim dizer solta no ar e receberia uma posigao
incerta, e ficaria longe de uma clara visio (“Anschaulichkeit”). Nada seria mais
infundado do que tal opinido. Pelo contririo a aritmética dos ndmeros
complexos é suscetivel da mais clara apreensio sensivel (“anschaulichsten
Versinnlichung”), e se o autor na sua exposigao (“Darstellung”) tem
observado desta vez um tratamento aritmético puro, para tornar no cntanto
esta compreensio mais viva e, portanto, tem dado também para esta
apreensdo sensivel altamente recomendada (“Versinnlichung”) as indicagées
que serdo suficientes para o leitor que pensa por si mesmo. Assim como os
numeros inteiros absolutos sio  representados por uma serie de pontos
ordenados 4 distancias iguais sobre uma reta, sobre a qual o ponto inicial
representa 0, o seguinte o nimero 1, etc.; do mesmo modo com efeito &
apenas preciso para a representacao  dos numeros negativos um
prolongamento ilimitado da serie no lado oposto do ponto inicial; assim
precisa-se para a representagao dos ntmeros complexos inteiros apenas de
acrescentar que esta serie é sensata se¢ encontrar em um plano definido
ilimitado, e patalelamente a esta dos dois lados, deve ser colocada uma
quantidade ilimitada de series semelhantes a mesma distancia uma da outra, tal
que se apresenta a nds, no lugar de uma seric de pontos, um sistema de
pontos que se deixam ordenar de dois modos de seric em serie, que serve &
um recobrimento de plano inteiro por quadrados perfeitamente iguais. O
ponto mais perto de 0 na primeira serie vizinha de um lado da seric que
representa os nimeros reais, corresponde entio ao nimero 4, assim como o
ponto mais perto de 0 na serie vizinha do outro lado corresponde a — e assim
em diante. Esta rcptesentagao (“Darstellung’) tornara possivel o desempenho
das operagdes aritméticas em relagao “as grandezas complexas, a congruéncia,
a formacao de um sistema completo dos nimeros ndo congruentes para um
maodulo dado, e assim em seguida, em breve, de uma apreensio sensivel
(“Versinnlichung”) capaz de deixar nada a desejar.

De outro lado a verdadeira metafisica das grandezas imagindrias serd

posta numa luz nova e esclarecedora.

Nossa atitmética geral, pela qual a geometria dos Antigos é de longe
ultrapassada, ¢ todo a obra do tempo novo. Na origem vindo do conceito dos
nimeros inteiros absolutos ela ampliou gradvalmente o seu dominio; aos
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numeros inteiros sdo acrescentados os numeros quebrados (fraciondrios), aos
racionais os irracionals, aos positivos os negativos, aos reals os nimeros
imaginarios. Este avanco veio no inicio acontecendo a passos timidos e
circunspetos. Os primeiros algebristas j4 consideravam as rafzes negativas das
equacoes como falsas rafzes, ¢ essas eram também consideradas tais onde o
problema no qual se referiam assim expresso indica que a natureza das
grandezas procuradas ndo permitia nenhum oposto. Mas tio pouco se hesita
admitir na Aritmética #niversal os nimeros fracionitios (quebrados), embora
existissem muitas coisas enumeraveis pelas quais um nimero fracionrio nio
tem sentido, tio pouco podem ser entio recusados os mesmos direitos aos
numeros negativos os dos positivos, sob o pretexto de que inumeraveis coisas
nio permitem nenhum oposto: a realidade dos nimeros negativos €
suficientemente justificada, ja que ecles encontram em inumerdveis outros
casos um substrato adequado. Disso a gente estd consciente para dizer a
verdade ha muito tempo: porém os imagindrios opostos aos reais — apesar de
ter sido considerado outrora, ¢ de vez em quando ainda agora, de maneira
indecorosa impossiveis — sdo ainda hoje menos aceitos do que apenas
tolerado, e parecem mais como um jogo de signos de conteido vazio, ao qual
se nega absolutamente qualquer substrato pensavel, mas sem querer todavia
desprezar o rico tributo, que este jogo de signos traz finalmente a0 tesouro
das relagdes das grandezas reais.

O autor tem abordado hi muitos anos esta parte importante da
matemdtica com um ponto de vista diferente, segundo o qual um objeto
podetia ser atribuido as grandezas imaginarias tio bem quanto s negativas:
mas faltou até agora uma ocasido de expressar este publicamente de maneira
precisa, mesmo se o leitor atento reencontrasse facilmente os tracos no escrito
de 1799 sobre as equagdes, € no escrito do Premio sobre as transformagdes
das superficies. Os principios fundamentais deste sdo indicados brevemente
no presente estudo; eles consistem no que se segue.

Os numeros positivos ¢ negativos podem apenas se aplicar 14 onde o
que estd calculado tem um oposto, oposto que unido com ele deve ser
pensado igual a uma aniquilagio. A olhar de maneira precisa esta condigio
encontra-se s6 onde o que esti calculado niio sdo substincias (objetos
pensdveis para si), mas sim relagbes entre dois objetos considerados dois a
dois. Postla-se aqui que esses objetos sao de um modo determinado
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ordenado em uma serie, por exemplo, A, B, C, D..., e que a relagio de A para
B assim como a relacio de B para C, ete. podem set consideradas iguais. Aqui
pertence a0 conceito de oposicio apenas a permutagao dos termos da relagio,
tal que, a cada vez que a relagdo (ou a transi¢do) de A para B vale +1, a relagdo
de B para A deve ser representada por -1. Assim, na medida em que tal relagdo
¢ ilimitada de ambos os lados, cada nimero real inteiro representa a relacio de
um termo qualquer tomado como origem a um termo determinado da serie.

Os objetos sio, porém de tal modo, que eles podem ser ordenados,
nio em uma serie, embora ilimitada, mas ordenado apenas de serie a serie, ou
o que € equivalente, formam uma variedade de duas dimensdes; isso sc
combina entdo com as relacées de uma serie 4 outra ou com as transicbes de
uma para outra de uma maneira similar 4 transi¢io de um membro de uma
serie a outro membro da mesma, assim é preciso para a medida da transi¢io
de um membro do sistema a outro além das unidades precedentes +1 e -1
ainda duas outras também opostas entre si +7 e -2 Obviamente deve-se ainda
postular que todas is vezes a unidade / marca a transi¢io de um membro dado
de uma setie a outro membto deferminade da serie imediatamente vizinha.
Nesta maneira assim o sistema poderd ser ordenado segundo um modo duplo
de series de series.

O matemitico faz completamente abstragio da natureza dos objetos ¢
do conteddo de suas relagdes; preocupa-se apenas com a contagem e a
comparacgio das relacGes entre si: sobre este ponto autoriza-se, seguindo a
identddade das propricdades conferida as relagbes +1 e -1, a analogia
estabelecida, a estender esta aos todos os quatro elementos +1, -1,+/ e -4

Estas relagdes sdo entregue 4 visdo (“Anschauung”) apenas através de
uma representacio (“Darstellung”) no espago; e o caso o mais simples, onde
ndo subsista nenhuma razio, para ordenar os simbolos dos objetos de maneira
outro do que em quadrados, partilhando efetivamente um plano ilimitado
dividido em quadrados por dois sistemas de linhas paralelas, umas
interceptando as outras a dngulo reto, e associando os pontos de intersegio
aos simbolos. Assim cada ponto A tem aqui quatro vizinhos, ¢ se denota-sc
(denotar: “bezeichnen”) por +1 a relagio de A para um ponto vizinho, a
relagio que deve ser designada por -1 é automaticamente determinada, além
disso, enquanto se escolherd um dos dois outros para +4 se pode tomar por
+i o ponto situado i direita ou i esquerda. Esta diferenca entre direita e
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esquerda ¢ ew 5i completamente determinada, desde que foram completamente
definidos (2 vontade) os sentidos para frente ¢ para tras #o plano, assim como
para acima e para baixo em relagio aos dois lados do plano, ainda que
possamos comunicar nossa intuicio dessa distincdo aos outros aperas através
de uma indicacio relativa as coisas presentes diante de nos®. Quando se tem,
todavia decidido sobre este dltimo ponto, se vé que isso depende ainda de
nossa livre escolha, a qual das duas series se interceptando em um ponto
queremos considerar enquanto scrie principal, ¢ qual diregdo nela queremos
considerar como se referindo aos nimeros positivos; vé-se alem disso que se
queremos tomar por +1 a relacio tratada antes como i, devemos substituir
necessariamente a telagdo designada antes para +7 para a designada por -1.
Isto significa, na linguagem do Matemdtico, que +/ ¢ grandeza media
proporcional de +1 e -1 ou corresponde ao signo \/—_1; nio dizemos de
propésite a grandeza media proporcional, jd que -/ possui evidentemente esta
propriedade. Aqui esti também perfeitamente justificado a possibilidade do
bem-fundado de uma significacio intuitiva de /=1, e nada mais é necessario
para admitir essas grandezas no dominio dos objetos da aritmética.

Temos pensado que esta breve exposi¢io do momento essencial de
uma nova teoria das chamadas grandezas imagindrias sexia um servigo a
prestar aos amigos da matematica. Se se considerou até agora este objeto com
um ponto de vista errado e encontrou-se para isso uma escuridio cheia de
segredos, € que se tem atribuido uma designacdo pouca decorosa a esta parte
das grandezas. Se nio se houvesse considerado +1, -1, /=1 como unidades
positiva, negativa, imagindria (ou ainda impossiveis) unidades, mas como
direta, inversa, lateral, ndo ficaria o discurso tio escuro. O autor tem sc
reservado de trabalhar mais completamente no futuro este assunto, o qual tem
a dizer 2 verdade tratado na ocasiio nesta presente memdria, onde entdo se
poderd encontrar também a resposta a questio de saber porque as relacées
entre as coisas, que exigem uma variedade de mais de duas dimensées, nio

3 Kant ji tem feito as duas observacdes, mas nio se entende como este fildsofo sutil
podetia pensar encontrar na primeira uma prova de sua opinido, que o espago seria
apenas uma forma de nossa intuicio (Awrschaunng) externa, pois a segunda mostra tio
claramente o contririo, que o espaco deve ter uma significagio real
independentemente do nosso modo de intuigio.
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podem ser ainda tratada na aritmética universal segundo outras cspécies

admissiveis de grandezas.



Capitulo 6

Gauss e os nimeros complexos — um comentario®

Gerard E. Grimberg (IM-UFR])
(Preprint, 13-02-2013)

O texto que apresentamos aqui é uma “auto resenha” redigida por
Gauss comentando a sua segunda memdria sobre os residuos biquadritico:
Theoria residuorum biguadraticim Commentatio segunda. Fsta “auto resenha” foi
editada na revista Angeigen, da sociedade de Gottingen, e se enderegava a um
pablico mais amplo do que a comunidade matematica. Com efeito, esta revista
reunia artigos de todos os dominios cientificos. Isto pode explicar a
apresentagio da parte filoséfica do conteiido do comentario. Em seus escritos
matematicos, Gauss néo se estendia sobre o significado das pesquisas que ele
conduzia, nio citava o histérico da questio e nio apresentava a sua concepgao
sobze os objetos matematicos que manipulava.

Este texto é, portanto, um dos raros escritos onde Gauss assume uma
posicio e explicita a sua propria concepgio sobre a aritmética e, mais
geralmente, sobre a matematica.

A “auto resenha” se divide em duas partes: a exposicio dos resultados
obtidos em sua memoria, € umas consideragoes sobre o significado dos
nimeros complexos inteiros e sua relagio com os pontos do plano. Nés
pretendemos estudar estas duas partes e, em seguida, pretendemos comentar a
recepgao deste texto pela comunidade matematica,

4 Muito obrigado ao Pr. G. Schubring pelas indicagdes e conselhos que foram
prodigos durante a redagio deste comentirio sobre o texto de Gauss.
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Apresentagido por Gauss dos resultados em sua memoria.

Toda esta “segunda memoria” visa demonstrar o teorema da
reciprocidade biquadritica. Em sua primeira memdria, Gauss apresentou o
desenvolvimento de técnicas da resolugdo para alguns casos particulares; mas
essas técnicas nio possibilitavam uma demonstragio geral do teorema. Isso
levou Gauss a elaborar uma extensio do dominio dos nimeros inteiros ao dos
nameros imaginirios inteiros. Com efeito, Gauss observou que a aritmética
dos ndmeros imaginirios possuia as mesmas propriedades dos mimeros
inteiros que cle tinha demonstrado nos quatro primeiros capitulos das suas
Disquisitiones... Este novo dominio possufa uma divisdo que possibilitava uma
definicio de congruéncia de dois nameros complexos inteiros (a partir de
entio, Gauss comega a utilizar o termo nameros complexos ao invez de
numeros imaginarios). Gauss toma, por exemplo, como tipico de propriedade
comum, o teorema de Fermat bem como os teoremas dos residuos
quadraticos; e por fim enuncia o teorema dos residuos biquadraticos. Nesta
segunda memoria, Gauss ndo demonstrava todos os casos do teorema, mas
afirmava que uma “terceira meméria” iria completar a demonstracio. Esta
terceira memdria, no entanto, nunca foi editada. Sabemos pelo seu diario que
este teorema ocupou Gauss de 1807 (ou seja, cinco anos depois da publicacio
das Disguisitiones até 1813 (Gauss, 1917, X-1 pp. 565 e sqq.).

Queremos ressaltar alguns pontos que mostram o que ja aparecia nas
Disguisitiones, ou seja, uma concepgio da aritmética bem diferente da vigente
na época. Para Gauss, o dominio dos nimeros inteiros contém os niameros
negativos. Sua teoria das congruéncias permitin incluir estes nimeros em tal
dominio de uma maneira natural. A denominagdo que ele propée - nimeros
complexos, ao invez de nimeros imaginirios - denota a preocupacio de
Gauss em acabar com a idéia da oposigio entre nimeros reais e imaginirios.
Encontrar as mesmas propriedades no dominio dos nameros inteiros ¢ no dos
nimeros complexos provava a possibilidade de conceber os admeros
imagindrios como objetos matematicos tio “reais” quantos os outros
nimeros. Ja em 1799, na sua meméria sobre a demonstracio do chamado
teorema fundamental da lgebra, ele havia observado:
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“Por quantidade imaginiria, entendo sempre aqui uma quantidade expressa sob
a forma a+b+v=1 onde b ¢ diferente de 0. Se as quantidades imagindrias ficam
aceitas na andlise (o0 que por vérias raz8es me parece preferivel a estas serem
rejeitadas, desde que estejam  estabelecidas com um  fundamento
suficientemente solido), dever-se-ia poder consideri-las como tio possiveis
quanto as quantidades teais; e nestes cilculos prefiro abranger ambas as
quantidades reais e imagindrias sob a denominacio comum de quantidades
possiveis... Remeto a outra ocasido a justificativa dessas quantidades imaginarias
sob a forma de uma exposi¢io mais frutuosa desta matéria toda” (Gauss, 1799,
W I, p.G).

Assim, o argumento principal de Gauss em favor da realidade dos
nimeros imagindrios ji aparece claramente nesta memoria. Para ele, os
conceitos matematicos sao pertinentes desde que sejam possiveis, ou seja, nio
contraditérios. Este critério (a nio contradicio) fundamenta ¢ justifica a
existéncia ¢ a realidade dos conceitos matemiticos; a concepgio de Gauss sc
situa assim na tradicio leibniziana, considerando o dominio da matemadtica
como dominio das verdades necessirias regidas pelo principic de ndo
contradigio, (cf. Leibniz Monadologia.)

As observagdes gerais de Gauss

A segunda parte da “auto resenha” é dedicada a demonstrar a
necessidade dos niimeros complexos, em sua relagio com solucdes de
equacdes de residuos biguadriticos.

O argumento principal de Gauss dirigiu aos que desconfiam da
realidade dos nimeros complexos consistu em providenciat uma clara
apreensio sensivel (amschaulichsten VVersinnlichung) destes nimeros associando
cada ponto de coordenadas inteiras a um nimero complexo inteiro. Nio se
trata nem de uma construcio nem de uma fundamentacio do conceito de
nimero complexo inteiro, pois esta apreensio se constrdi depois, visto “que o
autor em sua exposicio tem observado um tratamento aritmético puro”. A
inten¢do de Gauss ¢ tornar mais viva a compreensao dos nimeros complexos,
e por meio desta visualizacio pretendia mostrar que os nimeros complexos
podem se inscrever na realidade sensivel.

Para reforgar o argumento Gauss evoca a historia da aritmética desde
os “antigos”. Observa que houve um movimento continuo para, aos poucos,
reconhecer os nameros fraciondrios, inteiros negativos, e, por fim, os nimeros
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complexos. Assim, o préprio movimento da evolucio da matemdtica envolve
as diversas extensdes que sofreu a nogio de nimero. Os conceitos novos e as
novas teotias justificam-se pela possibilidade de assim resolver problemas
novos. A dindmica da pesquisa modifica as relagbes entre a prética e a teoria,

Deste modo, o que justifica a possibilidade das extensdes sucessivas
da nogio de niimeros sdo as operagdcs:

“Os nimeros positivos e negatives podem apenas aplicar-se onde o que estd
calculado tem um oposto, oposto que unido com ele deve ser pensado igual 2
uma aniquilagdo... o que estd calculado nio sio substincias (objetos pensiveis
para si), mas sim, relacGes entre dois objetos considerados dois a dois.”,

O importante nas operagdes € a relacio que associa dois nameros e as
propriedades desta relagio. Considerado assim os numeros negativos
aparccem necessdrios em relagio 4 soma, os nimeros quebrados em relagio
a0 produto, nimeros reais em relagio em operagdes envolvendo polinémios.

Outro aspecto destacado por Gauss € a primazia das relagoes sobre
objetos, na matemitica. Observando que os pontos que se seguem entrem em
relagio verticalmente e horizontalmente por adi¢io e subtragio de uma
unidade (1, -1, i, -i), os pontos demonstram assim a realidade de uma ordem
determinada. Afirma Gauss: “A matemdtica faz completa abstragio dos
objetos e do contetido de suas relagdes, preocupa-se apenas com 4 contagem e
a comparagdo das relagdes entre si” O que constitui a importincia ¢ a
finalidade da correspondéncia entre os nameros complexos e os pontos do
plano, portanto, teside no conjunto de propriedades das relagdes envolvendo
nimeros complexos de um lado e a representagio que os associa a0s pontos
do plano de outro lado. Aumentar ou diminuir de uma unidade (1, -1, +4 -2
um nimero complexo permite obter um dos nimeros vizinhos. Este aumento
ou diminui¢io corresponde entre os pontos do plano ao mesmo tipo de
relagio com os pontos vizinhos. “Estas relagées sdo entregues a visio
(Anschannng) apenas através de uma representagio (Darstellung) no espago”. As
relagdes recebem assim uma representagio geométrica, € nem 0s nameros
complexos, nem os pontos.

Deste modo, nas observagdes de Gauss hi uma progressio: a
apreensio sensivel (Versinnlichung) dos nimeros complexos por via dos pontos
do plano, a constatagido por analogia (o termo é de Gauss), e a identidade das
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relagbes entre os numeros, pot um lado, e entre os pontos, por outro lado. A
representacio geométrica dos nimeros complexos se transforma em
representacdo (Darstellung) das relages entre os mesmos.

O significado do verbete Versinnlichung.

O termo Versinnlichung utilizado por Gauss para denominar a sua
representagio envolvendo nimeros complexos ¢ pontos do plano ¢ um termo
raro de retérica. Com efeito, Kant na Critica do Juizo, (Kant, 1, § 59) torna
claro a significacio do termo: “Toda Hipotipose (sulyjectio sub aspecinn) ou
Versinnlichung € duplo: ou ela é esquemética... ou ela é simbélica...”. Nio
pretendo analisar aqui a concepgio de Kant da Versiunlichung que nio é a
mesma do que a de Gauss. O fato é que o termo Veminnlichung temete 4
hipotipose. Segundo Quintilien (9, 2, 40) a hipotipose ¢ uma figura retdrica de
pensamento.

“Quanto a figura que como diz Cicero coloca 0s prdprios objetos diante de
nossos olhos, emprega-se nio para indicar que um fato aconteceu, mas para
fazer ver como tem acontecido... Qutros chamam a hipotipose (hypotyposis),
isto ¢, uma representaciio tio viva dos objetos pela palavra que se acredita mais
ver do que ouvir a narrativa”™.

Mas sera que a Versinnlichung é meramente uma apresentagio sensivel
dos mimeros complexos? Ha cestamente esta significagdo uma vez que Gauss
tenta convencer aqueles que pensam que as quantidades imaginédrias sdo
guantidades impossiveis com o argumento que nio hd por traz das mesmas
nenhuma realidade. Mas a Verséunlichung acrescenta também conceitos novos
pelo fato de envolver relagdes espaciais ¢ nimeros complexos. Esta se
manifesta assim como um novo dominio de reflexdo para o matematico.
Gauss nos confia, alids, que quem sabia ler, j3 poderia estar a par desta
representacio:

“O autor tem abordado hd muitos anos esta parte importante da matemdtica
com um ponto de vista diferente, segundo o qual um objeto poderia ser
atribuido As grandezas imaginarias tio bem quanto is negativas: mas falton até
agora uma ocasiio de expressar isto publicamente de maneira precisa, mesmo
se o leitor atento reencontrasse facilmente os tracos no escrito de 1799 sobre as
equagdes, e no escrito do Premio sobre as transformacGes das superficies” (ver
cap. 4).
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Gauss sugere assim que esta concepgdo o acompanhou desde as suas
primeiras pesquisas. A nova questdo que estd emergindo ¢ determinar em que
sentido esta nova visio dos nimeros complexos participa da pesquisa do
proprio Gauss.

A pesquisa de Gauss e a representacdo dos nimeros complexos

Na meméria de 1799, Gauss propée uma demonstragio do chamado
teorema fundamental da algebra. Considerando um polinémio P(x+#) da
varidvel complexa, ele separa a parte real Q(x,y) da parte imagindria R(x,5) ou
seja escreva: P(x +iv) = Q(x,¥) + iR(x,¥). Se (xo.32) é uma raiz do polinémio,
valem ambas Q(xq, ¥o) = 0 ¢ R(xg,¥p) = 0 - O problema se reduz a encontrar
no plano a intersecio das curvas de equagdes Q(Xg, ¥o) = 0 e R(%p,¥o) = 0.

Hste raciocinio é claramente relacionado 4 correspondéncia entre os
nimeros complexos e os pontos e as curvas do plano.

Nz memotia do Premio de 1822, Gauss estuda como representar as
partes de uma superficie dada sobre outra superficie de tal modo que a
representacao seja semelhante em partes infinitamente pequenas. Neste
estudo, Gauss resolve equacdes diferenciais parciais envelvendo funcio de
varidvel imaginaria. Constata que para uma fungio do tipo F(z) = A+ Bz
onde A e B sio niimeros complexos, o fator de semelhanca ¢ igual a |B |. Mas
para outras transformacdes, a conservagio da semelhanga é apenas nas partes
infinitesimais (isto ¢, para o caso de uma fung¢io holomorfa). Af fica evidente
que Gauss nio apenas possufa a representacio geométrica dos nameros
complexos, mas também utilizava esta visdo para entender as propriedades das
transformacdes complexas que transformam uma superficic em outra.

As pesquisas relativas aos residuos biquadriticos se inserem entre
essas duas memorias, pois podemos ler no diario de (Gauss em data do 15 de
fevereiro 1807: “teoria dos residuos cubicos ¢ quadriticos iniciado”. Em 22-
2-1807: “demonstra¢io desta teoria por um método tio elegante que esta esti
guase perfeita e ndo deixa nada a desejar. Ao mesmo tempo residuos e nio
residuos biquadriticos estio perfeitamente clucidados”. Em  24-2-1807:
“tcoremas acrescentando desdobramentos de um grande prego a teoria
precedente obtidos por uma elegante demonstragio...
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Gauss den prosseguimento is suas pesquisas, uma vez que escreve,
em 23-10-1813: “O mesmo dia em que tivemos um filho, tive a felicidade de
encontrar enfim o fundamento da teoria geral dos residuos biquadriticos que
tinha procurado durante sete anos com muitos esforgos, mas sempre em vio”.

Enfim, em 9-7-1814, Gauss acrescenta:

“Observagio muito importante obtida por indugio ¢ relacionando de maneira
muito elegante a teoria dos residuos biquadriticos as fungGes lemniscaticas: Si
a+bi € um nimero primo e se a-1+bi € divisivel por 2+2i. 0 mimero de todas
as solugbes da congruéneia 1 =x? + 3% + x%y? (mod. a+bi) inclusive
x=wm y=i4i x=%i, y== estéiguala(a—l)z-lv-bz %

Esta tltima observagio mostra que a pritica dos nameros complexos
articulava a aritmética e o dominio das fungées clipticas.

Um outro texto que mostra que a visio geométrica dos nameros
complexos ja acompanhava Gauss neste perfodo onde escrevia o scu jornal é
um manuscrito intitulado “Questdes sobre a metafisica da matematica”(Gauss,

X-1, pp. 396-397:

“1. Qual é a condigio fundamental para que uma associacio de conceitos

pudesse ser pensada como se aplicando as grandezas.
[

P,
<

2, Tudo é muito simples, se se¢ deixa de lado a divisibilidade ilimitada e se
considerar apenas grandezas discretas, Por exemplo, os restos biquadriticos
considerados como pontos, a transigio portanto a relagio enquanto grandezas,
onde a significacio de a + bi — ¢ — di estd imediatamente clara”.

Este tipo de observacio estd presente no texto de 1831 e confirma o
fato que Gauss tinha esta visualizagio geométrica dos complexos bem antes
de publicar o anuncio de 1831.

Temos ainda que mencionar a famosa carta de Gauss a Bessel de 1811
(Gauss W. B. X, p. 367) Onde Gauss explica a respeito de uma funcio da
varidvel x = a + bi, em que se deve associar a este nimero x um ponto do
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plano cujas coordenadas sio tomadas a partir de um eixo real e de um eixo
imagindrio. FEsta visio acompanha assim os célculos tais como o da integral de
tal fungio. Esta observacio mostra, alids, que Gauss considera importante
determinar o dominio sobre o qual a fungiio esta definida, e a visualizacido
geométrica deste dominio facilita os cilculos.

Podemos cntender agora que a concepgio de Gauss na sua
tepresentacio geométrica dos nimeros complexos ¢ bem diferente das outras
(Argand, 1806; Warren, 1828) que foram publicadas antes da de Gauss. Essas
duas representages das grandezas imaginirias, de Argand ¢ a de Warren,
relacionam linhas otientadas is operagdes sobre as grandezas imagindrias, mas
se resttingem a abordar esta relacio: enquanto a representagio de Gauss é
uma ferramenta efetiva que abrange todos os dominios relativos 4s grandezas
imagindrias: aritmética, funcdes elipticas, fungbes da varidvel complexa,
transformagdes de superficics. Por um lado, se apresenta uma nova
representacio, por outro, um modelo efetivo sobre o qual se fundamentam a
pesquisa e o desenvolvimento de tcorias originais. A perspectiva de Gauss €,
assim, bem mais rica, por permitir novos desdobramentos da teoria.

Gauss versus Kant

No texto de 1831, Gauss critica Kant explicitamente:

“Esta diferenga entre direita ¢ esquerda € ew 5 completamente determinada,
desde que foram completamente definidos (4 vontade) os sentidos para frente e
para ttds #o plano, assim como para acima e para baixo em relacio aos dois
lados do plano, ainda que possamos comunicar nossa intuigdo dessa distingdo
20s outros gpenas através de uma indicacio relativa as coisas presentes diante de
nés”.

Gauss ainda acrescenta a nota a seguir:

“Kant ji tem feito as duas observagdes, mas nio se entende como este fildsofo
sutil poderia pensar encontrar na primeira uma prova de sua opiniio, que o
espaco seria apenas uma forma de nossa intuigdo (Awschannng) externa, pois a
segunda mostra tio claramente o contririo, que o espago deve ter uma
significaciio real independentemente do nosso medo de intuigio™ (ver cap. 4).

Esta observacio de Gauss marca uma das diferencas essenciais que
opbe a concepgio kantiana do espaco 4 sua prdpria concepcio. Com cfeito,
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segundo Kant o espaco é uma forma a prieri da intui¢iio ¢ a geometria é a
prova desta concepgio:

“A geometria é uma ciéncia que determina sinteticamente e, no entanto, a prior,
as propriedades do espago. Qual deve ser, portanto, a representagio do espago
para que tal conhecimento deste seja possivel? Precisa que seja na origem uma
intuigio; pois de um simples conceito néio se pode tirar proposicio que
ultrapassam © conceito como isso acontece, no entanto, na geometria
(Introdugdo V). Mas esta intuigio deve se encontrar em nos a prior, isto &,
anteriormente a toda percepgio de um objeto e, por consegiiente, set intuigio
puta e ndo empirica” (Kant, CRP, exposiciio transcendental do espago).

Ja Gauss pensou o espago e os scus postulados com uma realidade
independentemente da razdo e sujeitos a verificagio experimental. Na carta
do 8-11-1824 a Taurinus, observa Gauss:

“posso resolver todo problema de geometria nio euclidiana exceto a
determinacio de uma constante que nio se deixa obter @ priori. Maior é esta
constante, mais sc¢ aproxima da geometria euclidiana, que corresponde a um
valor infinito da constante... Se a geometria nio euclidiana fosse a verdadeira e
se esta constante fosse certa razio com as grandezas accessivels a nossas
medidas sobre a tetra e no céu, poderiamos obté-la a posterion?”.

Ou seja, os postulados da geometria ndo dependem da intigio pura.
Enquanto  fundamentos das geometrias dependem unicamente do
entendimento ¢ dos conceitos definidos « priori, mas em relagio ao real, ou
seja, a sede dos fenémenos, torna-se necessirio verificar qual é a classe de
postulados adequada ao real.

Outro aspecto que separa Gauss de Kant ¢ a relagio que este fildsofo
instaura entre intwigio (Awsehanung), Entendimento (Verstand) ¢ imaginagio
(Einbildnngskrafl). Se as coisas se apresentam & sensibilidade na sua infinita
diversidade, como entdo aplicar os conceitos 2 intuigio? Af vem o papel da
imaginagio produzindo esquemas que possibilitem o entendimento realizar no
conceito a sintese desta diversidade., Como o explica Kant:

"Toda Hipotipose (subjestio sub aspectuni) ou Versinnlichung é duplo: ou ela é
esquemitica quando a intuicio que corresponde a um conccito do
entendimento ¢ dada a priori oun ela é simbélica quando a um conceito que
apenas a razio pode pensar, nenhuma intuigio sensivel pode scr adequada, é
submetida uma intuigio que se acorda ao conceito apenas pela regra do
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procedimento, e nio pela intuicio mesma, portanto com a forma da reflexio e
nido com o conteido™ (Kant, critica do Juizo, id.).

Segundo Kant os conceitos algébricos seriam entregues a intuicdo por
via de representa¢oes simbdlicas, enquanto os conceitos de geometria setiam
intuidos por via de esquemas. Este sistema pode dar conta da matemitica
scparada em disciplinas (aritmética, dlgebra, geometria, analise), mas nio da
conta do movimento vivo da matemitica do século XIX, pois neste sdo
criadas varias novas conexdes entre disciplinas que pareciam completamente
separadas. Assim a Versnnlichung gaussiana dos nameros complexos ¢é
esquemdtica ¢ simbdlica e representa na realidade um novo dominio da
pesquisa matemdtica onde os conceitos matematicos nio seguem o Processo
de produgio descrito por Kant. Deste modo, uma transformagio do tipo
F(Z} = A 4+ Bz estd construida na intuigio simbolicamente por via de uma
regra, ou o fato de conservar os dngulos estd entregue a intuigio pelo dominio
e contradominio da transformacio, ou seja, como expresso Kant, por via de
esquematismo ? A geometria e a dlgebra ndo tém assim um tipo especifico de
intui¢do propria, mas, sim, fusionam os seus métodos. Assim, o espaco e os
conceitos matemadticos nio se originam a partir da intui¢io, mas dos conceitos
construidos diretamente pelo entendimento. A faculdade de tornar sensiveis
estes conceitos ¢ devida 4 relacdo dos conceitos com a realidade do espago
real, ou, apenas, definido. Gauss coloca ao final do seu texto a questio de
saber “porque as relagdes entre coisas que demandam uma variedade de mais
de duas dimensdes nio pode ser inda tratada na aritmética universal, segundo
outras espécies admissiveis de grandeza”. Esta questio (em parte resolvida por
Hamilton) deixa entrever uma extensfio tanto da nogio de niimero quanto da
nogio de espaco.

Assim, z filosofia de Kant ndo pode dar conta da propria evolugio da
matemitica no século XIX. A representacio dos nimeros complexos por
Gauss mostra o divércio que se manifesta entre a velha concepgio da
matetndtica ¢ a nova que Gauss quer promovet.
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A recepgio do texto Gauss

E interessante observar a impressionante sequéncia de artigos e de
livros em lingua alemio que se segue apos este trabalho de Gauss. W. Matzca
enumera e comenta dez publicagbes do periodo 1834-1847 (Matzca [1850],
pp. 150-151). Se esses trabalhos nio acrescentam elementos novos,
possibilitaram pelo menos uma divulgacdo ripida da visualizacio geométrica
dos nimeros complexos (Flament 2003, pp. 272-273).

A fecundidade desta abordagem dos nimeros complexos sera ainda
confirmada pelos trabalhos de Riemann. Nos Princpios fundamentais para wma
teoria geral da fungio da varidvel complexa (Riemann 1851), Riemann considera,
desde as primeiras péginas, as funcdes complexas como uma relagio entre
pontos de dois planos complexos ¢ quase imediatamente como fungdes do
plano no mesmo plano (p. 6). Todo o seu trabalho considera propriedades
geométricas das funcgdes; a diferencial de uma fungio complexa é vista como
uma transformagdo linear conservando os dngulos; as transformacdes
multiformes utilizam planos maltiplos conectados por ramificagdes, A obra
finaliza com o problema de uma representacio de uma superficie por outra
com uma referéncia aos dois mais importantes trabalhos de Gauss sobre o
assunto.

Riemann, alis, situa o seu trabalho como uma continuidade da obra
de Gauss. Na sua tese de Habilitation [livre docéncia] (Riemann [1854]), pode-
se ler « exceto algumas breves indicagdes dadas por M. Gauss na sua segunda
memotia sobre os residuos biquadraticos nas Gelehrie Angeigen de Goeltingen e na
memoria de [wbilé, e algumas pesquisas filoséficas de Herbart, nio pude ser
ajudado de algum trabalho anterios”™. A fonte de inspiragio de Riemann fica
assim ao final da “auto resenha” onde Gauss evoca uma extensio do plano
complexo a variedades de dimensio superior.

Outro dominio que aparecem, nos anos que se seguemn, ¢ o estudo
das propriedades das transformagées geométricas planas por via dos nimeros
complexos. Siebeck parece ter sido o primeiro a desenvolver este tipo de
estudo em um artigo Ueber die graphische Darstellung imagindrer Functionen (citado
por Cartan-Study, n. p. 364). Expde as propriedades dos nimeros complexos
¢ apresenta algumas funcdes elementares como fungdes de semelhanca com
os nimeros complexos. Talvez o exemplo mais significativo seja o estudo de
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algumas fungdes circulares (Siebeck [1858], pp. 243-244), onde Siebeck
reencontra os resultados de Mébius [1855], ao qual se refere, explicitamente.
Mébius havia estudado essas transformacgoes por via sintética. Af a anélise
complexa apropria-se o conteudo.

Essas transformagdes circulares, alids, desempenham um papel
determinante na geometria projetiva (homografias) assim como o ressalta F.
Klein, desde o Programa de Erlangen (Klein [1872], pp. 18-21) a respeito do que
ele chama geometria dos raios vetores reciprocos (nome que era dada nessa
época a este tipo de transformacio). Estas transformagdes tém também um
papel na construgiio dos modelos da geometria hiperbdlica, como o mostrou
Poincaré nas suas memorias sobre as fungdes fuchsianas (Gray-Walter [1997]).

Conclusao

O artigo de Gauss inaugura uma nova perspectiva 20 propor a sua
representagio geométrica envolvendo os complexos. Mas esta nova
perspectiva pode apenas ser entendida se considerarmos todos os trabalhos de
Gauss que utilizam esta visio. Estes trabalhos fornecem a plena razdo de ser
desta representacio ¢ a sua ripida difusdo e utilizagio pelos matemdticos
alemies. A representagio de Argand ndo teve tanto respaldo na pesquisa
matemdtica. Deve-se também ao fato da auséncia desta visdo geométrica nos
desenvolvimentos de Cauchy sobre a teoria das fungdes de varidvel complexa
(Dalmenico-Dahan, 1997, pp. 30-32) que a teoria veio a se desenvolver,
sobretudo na Alemanha a partir de Riemann. O mesmo fenémeno ocotte no
que diz respeito a aritmética (Jacobi) ou a geometria das transformagGes
planas (Clebsch, Klein). Com as suas pesquisas, Gauss deixou uma heranca
que a matemitica alema fez frutificar no decorrer do século XIX.
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Capitulo 7

Principios fundamentais para uma teoria geral das
fungdes de uma grandeza variavel complexa

Bernhard Riemann

Selecdo, traduzido por Gerard E. Grimberg a partit do texto alemio,
Bernhard  Riemann’s  gesammelte  Matematische Werke und
Wissenschaftlicher Nachlass, 1876 pp. 3-9.

L

Caso se denota por g uma grandeza varidvel que pode tomar
sucessivamente todos os valores reais possivels, entio quando a cada uma
destes valores corresponde um valor tinico da grandeza determinada w», diz-se
que w ¢ funcio de 7 e, enquanto g percorre de uma maneira continua todos os
valores entre dois valores fixos, enquanto » varia igualmente de uma maneira
continua, diz-se que esta fungio w € continua neste intervalo.

Esta definicio nfo estipula nenhuma lei entre os valores isolados da
funcdo, estd claro, pois desde que se dispde desta funcio em um intervalo
determinado, o modo do seu prolongamento fora deste intervalo fica
completamente arbitririo.

A maneira como a grandeza » depende de ¢ pode estar dada por uma
lei matematica, de tal modo que por operagdes de cilculo determinadas,
poder-se-ia de cada valor de g, deduzir o valor correspondente de .

A paossibilidade de ser determinadas para todos os valores de z
inclusos em um intervalo dado pela mesma lei de dependéncia era outrora
atribuida apenas as funcées de certa classe (functiones continuae na
terminologia de Euler); mas pesquisas modernas evidenciaram que existem
expressdes analiticas para as quais toda fungio continua pode ser representada
em um intervalo dado.

Fstd, portanto, indiferente definir a dependéncia da grandeza » da
grandeza g como dada arbitrariamente ou a partit de umas operagdes de
cilculo determinadas. As duas definigbes sio equivalentes devido aos

teoremas que acabamos evocando.
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Mas é diferente quando a variabilidade da grandeza z néo se limita aos
valores reais e que se admite também valores complexos da forma x+yi {onde
i=y-D.

Sejam x+yi e x-+yi+dx+dyi dois valores da grandeza g que diferem
infinitamente pouco entte si e aos quais correspondem os valotes utvi ¢
utvitdutdvi da grandeza w.

Ora, quando 3 fgpendéncia da grandeza w de 2z estd tomada
arbitrariamente, a razioﬁ-;-a—ua variar, de uma maneira geral entre os valores
dx e dy, pois se poe-se dx + dyi = £e¥, temos

d‘-___'ud-dui —.’L g{_éﬁ)_{,l(@_?ﬁ)l..f

du @8 dx—dyi 1fdu @
> {_Ar: ) dedpt 4 _+_v 4
2\9x Ay 2 8

de+dyi 2 \3x 8y ax 8y ax' dx+dyi ay

b B0y, A0 e, T, B e
2\ax ady 2lax  ay ax By

Mas, de qualquer maneira que w pudesse ser detesminada como
funcio de g por uma combinacio de operagdes elementares do cilculo, o
valor da derivada 2% sers sempre independente do valor particular da
diferencial dz°.

i, portanto evidente que por esta via nio se pode expressar uma
dependéncia qualquer da grandeza complexa w da grandeza complexa .

Este carater, que acabamos indicando, comum a todas as fun¢des que
podem ser determinadas de uma maneira qualquer pelas operagoes de célculo,
serd tomado por nds como base na pesquisa seguinte, onde iremos considerar
tal fung¢io independentemente de sua expressio. Agora entdo sem demonstrar
a legitimidade geral ¢ suficiente para uma dependéncia exprimivel pelas
operagdes de cdlculo, tomaremos como ponto de partida a definicio seguinte:

Uma grandeza varidvel complexa w é dita uma fun¢io de outra
vatidvel complexa z quando ele varia com ela de tal sorte que o valor da
derivada % ¢ independente da diferencial dz,

5 Esta afirmacio é evidentemente justificada em todos os casos onde se pode tirar da
dws
expressao de w em z, com as regras de diferenciagio, uma expressio de - em z;

quanto a legitimidade rigorosa e geral, ndo nos preocuparemos por enquanto.
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11

A grandeza g e igualmente a grandeza w sero consideradas como
grandezas vatidveis que podem tomar todo valor complexo.

A concepcao de tal variabilidade, que ¢ relativa a um dominio conexo
de duas dimensées é essencialmente facilitada si se apdia na intuicdo
geométrica,

Imaginemos cada valor x+yi da grandeza g representada por um
ponto O do plano A, cujas coordenadas retangulares sio x ¢ y, e cada valor
u+tvi da grandeza » por um ponto Q do plano B, cujas coordenadas
retangulares sio # e », Toda relagio de dependéncia da grandeza » de g serd
representada entdo como uma relagio de dependéncia da posigio do ponto Q
daquela do ponto O. Quando a cada valor de g corresponde um valor
determinado de w, variando de uma maneira continua com g em outros
termos # ¢ » sdo fungdes continuas de x ¢ y, entdo a todo ponto do plano A
corresponde um ponto do plano B, a toda linha, de uma maneira geral, uma
linha, a toda porgio conexa da superficie uma porcio de superficie igualmente
conexa. Por consequente, poder-se-ia figurar-se esta dependéncia da grandeza
wde g como uma representacio do plano A no plano B.

I11.

Se trata agora de procurar qual propriedade possui esta representagio
quando » é uma funcio da grandeza complexa z, isto é, quando % é
independente de d.

Designaremos por ¢ um ponto determinado do plano A na vizinhanga
de O, e sua imagem no plano B por g, ¢ em seguida por x+yi+dx+dyi, e por
u+vi-tdutdvi os valores das grandezas 7 e w nestes pontos. Entdo dx, dy, dn,
dr, podem ser considerados como as coordenadas retangulares dos pontos o ¢
q relativamente aos pontos O e ( tomados como origem; ¢ sc poe-se
dx + dyi = ce®' ¢ du +dvi =ne¥!, as grandezas £ @0, serio as
coordenadas polares destes pontos relativamente a estas mesmas origens.
Scjam agora o’ e ¢” duas posicées qualquer determinadas do ponto g,
infinitamente vizinhos do ponto O, e atribuimos &s designagdes respectivas
que correspondem a elas as mesmas letras que precedentemente, mas
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. g U ; " S =
acentuadas;  tem-se  por  hipétese, durdv'i du+d"i o opp5,

dx'+dy't  dx'+dy'i

'eaqdi £ ¥y ' ' ' ' !

Busiv i 0 G40, Bty & B o Gq W

du”-t—d'v”i ’J’I dx"i-dy"i E" " 5"
PGy ot ot

s e e

isto €, que nos tridngulos 0’00”, ¢’Qq”, os dngulos 0’00”, ¢Qq” sdo iguais ¢

estdo entre lados proporcionais.

=

Por conseqiiente, entre dois trifingulos infinitesimais que se
correspondem, hd semelhanca ¢ estd igualmente o caso em geral entre as
partes menores do plano A e sua representagio no plano B.

Esta proposi¢io sofre uma excegao apenas nos casos particulares em
que os acréscimos correspondentes das grandezas z ¢ w ndo estariam entre si
em uma razio finita, hipdtese que em nossa dedugio desta razio € tacitamente
excluida®

Iv.

du v )
du+dvi ( )dx ( )dyz
Se coloca-se ——— sob a forma 8% .9.1. ay ay

+dyi dx+dyi

, ¢ evidente

que esta expressio para dois pares de valores qualqueres de dx e dy tera o

’ ani ica h_h b
mesmo valor na unica condicido que pedie i o 2

Essas condigbes sdo por conseqiiente neccessdrias e suficientes para
que w=#+2i seja uma funcio de g=x+dy.
Para os termos scparados desta funcio, destas condicoes deduz-se as

u | Pu _ v _ o
seguintes: — 93 + I e 5—2-!- Feraall formam a base para o estudo

das propriedades que dizem respeito a um dos termos de tal funcgio
considerado  separadamente. Faremos seguir a demonstracio das mais
importantes destas propriedades por um estudo mais aprofundado da fungio
completa; mas antes para tornar mais accessivel o terreno destas pesquisas,

6 Sobre este assunta consultar: Resolugio geral do problema: represeniar as partes de uma
superficie dada de tal sorte que a representagdo seja semelhante d original e lodas mais peguenas
partes por C-F. Gauss (Memétia premiado em resposta 4 questio colocada pela
Sociadade Real das Ciéncias de Copenhagen em 1822), (Astronomische Abhandlugen,
herausgegeben von Schumacher, Drittes Heft, Altona, 1825).
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examinaremos e estabeleceremos alguns pontos pertencendo a dominios mais
gerais,

V.

Nas consideragbes que seguem, nos limitaremos 4 variabilidade das
grandezas x, y a um dominio finito, e, como lugar do ponto O, nos iremos
considerar nio o plano A, mas uma superficie T que recobre este plano.

Escolhamos este modo de representagio onde ndo ha nada chocante
a falar de superficies superpostas, a fim de puder permitir que o lugar O
pudesse recobrir vérias vezes a mesma parte do plano; mas em tal caso,
suporemos que as por¢des de superficie superpostas nao se aplica ao longo de
uma linha, de tal sorte que nio acontece que a superficie seja dobrada, nem
parcelada em partes superpostas.

O numero de partes de superficie superpostas em cada tregido do
plano estd entdo completamente determinado quando se di o contorno em
forma e direcio (isto €, segundo o exterior e o interior do dito contorno); o
curso destas partes pode ainda estar, todavia figurado de diferentes maneiras.

Com efeito, se nos tragamos sobre o plano uma linha qualquer / que
scciona a regido do plano recoberto pela superficie, o nimero de partes de
superficies superpostas varia apenas quando da travessia do contorno, e, isso,
de tal sorte que, esta travessia sendo do exterior para o interior, este numero
varia de +1, e no caso contririo, de -1; por conseqiiente este niimero estd em
todo lugar determinado. Segnindo ao longo das bordas desta linha, cada parte
de superficie limitrofe segue o seu curso de uma maneira perfeitamente
determinada, enquanto a linha nfio encontra o contorno, pois uma
indeterminagdo apenas pode acontecer em um ponto isolado, isto, é, por
consequente, seja em um ponto da linha mesma, seja 2 uma distincia finita
desta linha.

Nos podemos falar, portanto, limitando nossas consideracdes a uma
parte da linha 1 seguindo o scu curso no interior da supetficie ¢ a faixas de
superficie suficientemente pequenas situadas dos dois lados desta linha, de
potcoes de superficie limitrofes deferminadas, cujo nimero é o mesmo de cada
lado da linha 1 e que denotaremos, apés ter atribuido certa diregdo 2 esta linha,
a esquerda por @4,0g,...0Q, ¢ a direta a’i,a;_, s, Cada por¢io de

superficie a se ligara a uma das por¢des da superficie a’; em geral, esta serd a
mesma porgiao de superficie ao longo da linha |, no entanto, esta parte poderia
em certos pontos particulares da linha /nio ser a mesma. Suponhamos, com
efeito, que acima de tal ponto 6 {isto ¢ um ponto situado sobre o curso
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anterior de I} as por¢des @4,4Q;, ..., @, se juntam successivamente na ordem

escrita as porgoes de superficie aﬁ_,a’z, i afl, mas que abaixo de 6, estejam as

porgdes de superficie Qg ,@g,,.., &, que se juntam a B v O

ns O8

indicios €y, &;, ..., &, sendo diferentes de 1, 2, ..,n apenas pela ordem; isto
dado, um ponto que em cima de 6 passa de @y em @}, quando em baixo de 6
ele volta sobre o lado esquerdo, ird passar sobre a porgio de superficie @4, e

quando descreve um circuito em torno de 6 de esquerda a direitao indicio da
porgiao de superficie sobre ¢ qual sc encontra tomara sucessivamente os
valores 1, ty, Gg, yfly Gy, oo

Nesta sequéncia enquanto o termo 1 nfio se encontra de novo, todos
0s termos s3o necessariamente diferentes, pois um termo intermediario @, €

necessariamente precedido de £, e na ordem de sucessdo por todos os termos

antecedentes até 1. Mas quando apds certo numero de termos, m, por
exemplo, nimero inferior evidentemente a #, o termo 1 reaparece, os outros
termos entdo devem voltar na mesma ordem. O ponto mével em torno de 6
volta entio depois m circuitos sobre a mesma porgio de superficic ¢ sua
marcha é limitada a » das partes de superficies superpostas que se refinem em
um ponto unico sobre 6. Este ponto chami-lo-emos o ponto de ramificagio
de ordem m-1 da superficie T. Aplicando este procedimento as # -  partes de
superficie restantes, estas, quando o seu curso respectivos nao sio isolados, se
distribuem em sistemas de #14,11,, ... porgdes de superficies, neste caso no

ponto & estio igualmente situados pontos de ramificagio de ordem
respectivas my — 1,m, — 1, ..

Quando a forma e a direcio do contorno de T, assim como a posigio
de seus pontos de ramificagio sao dadas, T estd, seja petfeitamente
determinada, ou seja, limitada a um nimero finito de figuragdes distintas; este
ultimo ponto resulta do fato que esses dados podem ser relativos a porgoes
diferentes de superficie superpostas.
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Uma grandeza varidvel, que de um modo geral, isto é, sem excluir a
excegdo feita em linhas ou pontos isolados’, tomara em todo ponto O da
superficiec T um valor determinado variando de maneira continua com a
posi¢ao deste ponto, pode ser evidentemente considerado como uma fungio
de x, 3, e em todo parte onde serd questdo de funcio de x, y, adotaremos csta
definicio.

Antes de passar ao estudo de tais fungbes, vamos introduzir,
entretanto alguns esclarecimentos relativos a conexfio de uma superficie.
Limitaremos-nos o nosso exame a umas supetrficies que nio parcelados ao
longo de uma linha.

[.]

7 Esta restricdo ndo se apresenta pelo efeito mesmo da definicio de uma funcio, mas
¢ necessaria para que o cilculo infinitesimal pudesse se aplicar. Uma funcic que é
descontinua em todos os pontos de uma superficie, como por exemplo uma fungio
que para X e y comensuriveis, tomaria por valor 1, e em todas outras partes o valor 2,
nio pode set submetido a uma diferenciacdo, nem a uma integragio; nio se pode de
maneira alguma aplicar a tal fungio o caleulo infinitesimal. A limitacdo arbitrariamente
feita a respeito da superficie T' se justificard mais acima (art. XV).
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